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第一章集合与类 

§1外延原 則与概 括廉則 

每个人都知道许多集合，但是，值得注意的是集合这一重要 
的概念，没有一个严谨的数学定义，只是有一个描述性的说明•我 
国出版的第一本集合论著作——肖文灿的《集合论初步》 tl 3 中， 
转述了集合论创始人康托尔 （ Cantor ) 对集合的 刻划： “吾人直 
观或思维之对象，如为相异而确定之物，其总栝之全体即谓之集 
合，其组成此集合之物谓之集合之元素 • 通常用大写字母表示集 
合，如 S ， (:等，用小写字母表示元素，如《, c 等, 若集合 Z 系 

由次，6, c ， …诸元素所组成，则表如4==彳4 \ 6…}，而 a 为 
4之元素，亦常用 a € 4之记号表之者，《非4之元素，则记如《 4 X •” 
肖文灿对康托尔的上述概念还作了一个有价值的注解，他说:“上 
之定义中，其所用之‘相异’与‘确定’之二语，殊有说明之必要， 
所谓相异者取二物于此，其为同一，其为相异，而得而决定•而 
集合所含之元素乃有彼此不同之意味.所谓确定者，此物是否属 
于此集合，一望而知，至少其概念上可以断定其是否为该集合之 
元素 • 盖于某某条件之集合，须其界限分明，不容有模糊不清之 
弊•如1, 2, 3三元素可组成一集合，单位长直线上之一切点可组 
成一 集合； 反之，如甚大之数或与点 P 接近之点，则不能为集合， 
因其界限不清•” 

直现或思维之对象，总括之全体即谓之集合•如何“总括”呢? 
“总括之全体”意味着什么呢?这里有两条重要的原则，一是外延 
原则，一是槪括原则 • 

外延原则：一集合是由它的元素完全决定的_ 

换句话说，任给两个集合，当我们知道它们的元素相同时， 
由外延原则，我们可知它们是同一集合 • 



板括 原则，对于描述或刻划人们直观的或思维的对象 X 的任 
—性质或条件扒 d ， 都存在一集合 S , 它的元素怡好是具有性质 
夕的那些对象，亦即 

S — 

其中 〆 W 是指％具有性质夕％或说夕为真的，这样，就有 

其中 Va 表示“对于所有的对象 A ”—- 表示“当且仅当、 任怠的 
对象都可以作为集合的元素，特别地,集合也是人们思维的对象， 
所以集合也可以作集合的元素. 

对象的性质或条件这一概念是广泛的•例如，当我们用九 
表示 X 是一自然数时， 性质勿 就是刻划自然数的. 2具有性 质九， 
所以 A (2) 成立，1/2不是一自然数，它不具有性质么，所以九 (1/2) 
不成立 • 

令 N 表示自然数集合，我们有 2€ N , 1/2 并且还有 

•这样，对于任意的集合 typey 是^的一性质*也 
是一性质,特别地与太在 T 都是: V 的性质•这样，由概括原则， 
我们有集合》 

T ^{ x \ x ^ x } * (1*1) 

在式 （1.1) 中^是任意的对象 • 由概括原则， r 是一集合， 
所以它也是一对象，这样我们可 以问， r 是否在 r 中呢？ 

假定 rer , 由式 aa )， r 具有性质 rsr •这与假定 rer 
相矛盾 • 

假定 r $ r ， 由式就是集合 r 的一个元素，所以有 
rer 9 这与假定 r 芒 r 相矛盾 • 

在逻辑学中，所谓饽论，是指这样一个命题义，由 J 出发， 
可以找到一个命题 B , 然后，若假定 B ， 就可推得 " IB ; 若假定 
就可推得 b •由上论证， r 为集合可引出一悖论 <并且相应的 
命题 b 就是 r g 7%飞5就是 r « r ) •它就是 1902 年罗素< Russeii ) 

发现的著名的集合论悖论 • 

♦ 前面 提到，集合也可作为集合的元素，即是这一含 X * 



罗素悖论说明应当修改概括原则，需要把其中的 ; ‘存在一集 
合改为“存在一类它作为对类的一种直观的刻划•換句话说， 
康托尔对集合的刻划仅仅是对类的一种刻划*类是比集合的概念 
更广泛的概念，任一集合都是一类，反之不然•有些类是集合，另 
一些类不是集合•如上陈述的 r 就是一个类，而不是一个集合 C 不 
是集合的类我们称之为真类），集合可以作为对象属于某一集合， 
真类不具有这一性质•不是集合的真类不仅不能是一集合的元素， 
而且也不能是一个类的元素•真类不能作为我们形成集合的对象* 

集合与类都必须满足外延原则•集合与类都是由它的元素完 
全决定的.由概括原则决定的都是类，不一定都是集合•当然， 

每一集合都可以经过一性质，由概括原则所决定•但是，一性质 
却不一定能决定集合，例如 a € %就不能决定集合，而决定一真类* 
为了研究集合，就要修改概括原则，用下述原则1一6来取代概括 
原则,这些原则对集合是封闭的，它们不会导出真类来 • 

§2空集合与对集合的存在原则 

W 则 1存在着一个空 集合. 这 里空集 合是不含有任何元素 
的集合，并记做 0. 

我们知道，任一对象3总是与它自身是相同的，即满足 

的对象^是不存 在的. 所以由条件％经槪括原则决定的 
类就是空类，空类可以做为一对象形成一集合，所以，空类是一 
集合，即空集合. 

原則2 对于任意的集合; ： y , 都存在着一集合 S , 它恰有 
元素无与: y , 这一集合 S 称为;《与少的无 序对集合， 并记做 b，：yh 
当对象*与 y 相等时，就记做 {4, 并称为对象 ; v 的单元集合， 
也就是说，它仅有一个元素〜 

例 1,1由原则1 一 2,我们可以有集合 
{0，{0,{0»}，«0»，{{0}，《25}}}，等等. 

应当注意，在原则2中不能取真 类为％ 或 y , 真类不能作为我 
们的对象_ 



上述集合中的元素楚无序的，例如集合{0,{0»等于集合 
•有时，我们常常需要有序对集合，它是可以定义的* 
定义 'Ll 对于任意的对象《与&，我们称集合 U4, U，W} 为 
这与6的有序对集合，并记做亦即 

<这，6> = {{议}， {«,&}}• 

定理1.〗对于任意的对象〜心 h 我们有 
< a f bXu ， v> 当且仅当<1=«各且厶 
证明当这且 6= v 时，由定义1_1，显然有 〈级， = 


反之，假定 <0，6> = <«，v>， 亦即 


{{ a } 9 { a 9 b }}-{ M f { uM\t 

(1,2) 

因此必有 

<4 €{{«}, <«,v» 

(1.3) 

{ a f b } ^{{ u } 9 <w，y}} 

il A ) 

同时成立•由式 (1-3), 可得 

{ a } ― { n } 

(1.5) 

{ a}^={uM 

Cl.6) 

中必有一个成立 •由式 （U4) 我们获得 

{ afi }— { u } 

(1‘7) 


(1.8) 


中必有一个成立* 

若式 （ h 5) 成立，即得到此时当 （1.7) 成立时，就 
获得0=^=«•这 时， 由式 G .2> 必有彳故 •所以 
a = u % 此时当式 CU 8) 成立时，必有0=你且&1或者 
且卜 m , (这时，由已知这=«，故有 a = = v 成立〉 .不管怎样， 

这时都有欲求结果 • 

若式 （1.6) 成立•因此有这此时，若式（1，7>成立， 
即得 a = 6 = 成立•此时若式（1.8> 成立•也有这•综 

上所述，不管怎样，都证明了定理1.〗的结论成立 • 



n 幕集合的存在原则 

定义对于任意的两个集合 S 2 ，如果&的每一元素 
都是&的元素，我们就称集合&是 &的子 集合，并记做 AcSu 

定理 1.2 空集合是任一集合的子集合 • 

证明假定不然，亦即有一集合\使得(表示0不 
是 S 的子集合)•由定义 U 2, 就意味着有一元素〜使得且 
a 达&由于与空集合的定义相矛盾•故假定不成立•所以有 
0 CS . 

定理13对于任意的集合 S , 都有 Sc = S * 

从定义 1*2, 定理 U 3 是显然的，从略* 

定理 1*4 对于任意的集合&, 5,与1，如果 & CS 2 1 
SgCSjf 则 SiCSa * 

证明对于任意的对象心若《€&, 

由 S , C ： S 2 及定义1_2， 誠 aeS u 再依据 S 2 c = S 5 , 就有•所 
以，由定义 i *2， 

定 XhS 对于任意给定的集合\由^的每一子集合作为元 
素所形成的集合叫做 S 的幂集合，并记做淡(心•即/ 

淡00 \ jvczS } • 

原则3对于任意的集合 S ， 都存在 S 的幂集合逆 ( S ). 

定理1,5对于任意的集合 S , 当 S 中元素数目为《时，则 
沙 < S ) 中的元素数目为 

施归纳于^中元素的数目，使用数学归纳法可获得定理 I ， 5 的 
证明•这里从略 • 

应当注意，原则3中 S 必须是一集合，而不能是真类_ 

§4并集合存在原则 

定义对于任意的集合 S ， 由 S 的所有元素的元素所组成 
的集合，叫做 S 的并集合，并记做 US . 即 

US= s {^i3y(A6^A3 , €^)K 



其中 3少 表示 A 存在 一对象 

例 1.2 令 S 为集合{彳《，6}， { b , c }} ,这时， S 的元素为 
仏,好与并集合 US 由此二集合的元素组成，故 

U { a , b , c }. 

例1*3令 { a , cd } 9 { c , e }} % 由定义，可知 

\J S =^ { a f b 9 c 9 d t e }. 

例 1*4 令& = {〜心。}， 这时 

^ CSi ) —{0, { a }^ { b } 9 { c } 9 { a 9 b} f { a 9 c} f 
{ b 9 c} y { a , b , c }} 9 
取 S 为淡 ( SO , 我们有 

( iS ^ [j ^(. SO ^ { a 9 b f c } "•Sxm 

原则 4 对于任意的集合\都存在 S 的并集合 ( J 又 
通常，人们把任意两个集合&与&的元素搜集在一起，组成 
一新的集合叫做集 合乂与 S 2 的并集合，并记做现在，使用 
无序对集合和并集合，我们有 

S . US ^ U ^ Si , S 2 >. 

在定义 1.4 中把 S 推广为任一类， US 还是一类，也可能是一 
真类，原则4是说，当 S 为一集合时， US 就不仅是一类，而且是 
一集合 • 


§5子 集合分离原则 

我们已经指出，对于任意给定的性质夕（^〉， 由概括 原则， 
都决定一类 

C ^{%\ p ( x )}^ <1*9> 

C 是一类，仅从式（1.9>，我们不能保证 C 是一集合•如果我 
们能找到一集合心使得 CCS 时，这时由下述原则5，我们可以 
断定 C 是一集合（图 Ulh 另一方面，虽然（:不一定是一集合， 
但是它同任一集合 S 的交，即 

c(\s^u\ x ec/\ x &s} ( 1 . 10 ) 

总是一集合(图 1.2)* 



图 1.】 〜类 C 被某一集合 S 所 
包含时，匕为_集合 


图 1.2 —类 C 与任一集合相交 
的部分是一集合 


由式 CU9> 和 CcS, 我们有 

而由式 （U10), 我们有 

cr\s^{x\p(x)Axes}. a. i2> 

因此，由式（1,〗1)与 C1.12), 我们都有 

琢则5对于任意给定的性质〆 W 和集合 S , 都有集合 

存在， 

不管怎样，集合 

都是^的子集合，并且把集合&看做是从集合 S 中使用性质 PW 
提取（或分离）出来的•因此，人们把原则5称为子集合分离朦则， 
由这一原则我们立即可以获得二集合\ 与&的 交集合 s x ns, 的合 
理性定义 

au 3) 

其中性质夕 (w 为&•当令性质夕 u ) 为时，我们就获得 
集合5,与5 2 的相对补（或称集合 S, 相对于集合 S, 之补〉 的合理性 
定义I 

s,^-s a a.i4) 



当集合 s 不空时，我们就获得了 S 的广义交集合的合理定义 • 
因为 s 不空，所以总有某一\ €5,这时令 0 U ) 为 

y ( y ^ S ^ x ^ y ) , 

由原则5,集合 

y ( y ^ S -^ x ^ y )}. (1.15) 

是存在的. 

由于 A € S 和式 (1.15) 我们有 

f \ S ^{ x \ Vy ( y ^ S -* x £ y )}. ( M6 ) 

这样，式 ci .16) 可以看做是集合 ns 的定义•必须注意 ， s 
不空这一条件是不可缺少的_ 

由对集合存在原则和子集合分离原则，我们可以定义通常的 
笛卡尔乘积或卡氏积 • 

定义 U 5 对于任意的集 合孓与 我们称 

Si XSz~{^x f y y >\x^ ： Si/\y 

为'与5 2 的笛卡尔乘积（或称为笛氏积>, 

定理 1.5 对于任意的集 合&与 &，它们的笛卡尔乘积 S_x 
S 2 是一集合， 

证明首先，若则<%夕>€淡(孕 （ S ))， 即 
<尤， 夕〉 厲于 s 的蒂集合的幂集合，这是因为方 es 且 yes , 

因此，有矽《)， o ，： yM ■免 ( s ) 故 

其次，当 A ? es ,， ： yes 2 时， 

第三，由定义 U 5, 显然有* 

S l XS 2-{ z \ z ^^(^( Si \ jS 1 ) A^^y 

( xeS . Ay ^ S . Az ^^^^}, 

由子集合分离原则，即得 S , xS 2 是一集合. 

由定义 1.5, 读者不睢看出，对于任意的类6与(^，类似地 
可以定义 


C L x {<x,y>\^£CiAy ^ ： Ci} 



并且，此时称它为类的笛卡尔乘积（或笛氏积) . a 然，心父0 2 是 
一类， 

注汜 1.1 令 

V — {: 

这里， f 是指任意的对象，它可以是集合，并且每一集合都 
与自身相等，所以一切集合都屑于 V ， 这样就不再是一集合， 
而是一真类了•因为，真类7显然可以写为 

T = { x \ x ^ x/\x 6 V \• 

如果 v 是一集合，由子集合分离原则， r 也就是一集合了•这就获 
得了我们的结论《 


56关系 

今后，为简便起见，我们 常常使 用下述 缩写： 

以表示 ci.m 
yA ( x ) 表示 3 x ( x 6 jyA / lU )). (1.18) 

定 x i . e 如果类满足条件 

则称丑 为类关系. 

不难看出，一类火是一类关系，当 a 仅当有类 g 与 c 2 , 使得 
JRciC 1 x 

注记 1.2 在定义 1*6 中， 当丑为一集合时，就称及为一集合 
关系•今后 ，我们总是把集合关系简称 为关系 • 显然，空集合 0也 
是一关 系《 

定义％7 令为任一类关系 ，我 们定义況的定义域 dom 
⑻， 值域 ran (20 和域 fld ( i ?) (今后，在不致引起误解时，我 
们省去圆括号分别写做 dom /?, rani ? 与 MW 如下 i 

domi?= {x I 3少（0?,7> €/?)}■， （1*19) 

ranjR — -{^y| 3 ^(<a; ， 3/> € i?)}» (1.20) 

fldi?^ domRDr^nR. (1 • 21) 

定理 U 如果<〜，£私则 xeuu 丑， UUi ?* 



证明 因为即 U 蚪，，因为 
{{綺， ix 9 y }} 9 从而饮， yWUi ? •进一步即得 x € UU 丑， 

ye\}[JR. 

定理 1.7 若 i ? 是一关系，则 domi ?， rani ?， fid /? 都是集合* 
证明首先，丑为一关系，故沢是一集合，由之， Ui ? 是一 
集合， UUi ? 是一集合，这样，使用定理 U 6 和子集合分离原则， 
由 

6omR={x\xe U\iRA3yUx 9 y>^R)} f 
raziR ^{ y\ye U Ui ? 八彐 x (<%， y > €丑）}， 

可以获得 domi ? 与 ranZ ? 均为集合*从而 fldi ? 也是一集合 • 

定理 1*8 如果 i ? 是一类关系，则 

fldi?=U Ui ?. 

证明对于任一对象 A 若 TGfldi ?， 这就意味着存在一对象 
jy , 使得 〈: v ，： y > €/2或<；^ ，； v > Gi ? •那么，由定理1.6,不管那一种情 
况，都有 xeu u 見 

反之，因为五为一类关系，它的元素都是有序对，即它的元 
素都有形式彳14， u , y }}. 而任一对象彡，若 / euui ?， 则必有 
对象《，使得紙仏《»€丑或 u«h iuMeR . mendR . 
总之，我们有 ndi?=uuA 

我们推广有序对的概念，三元序以至对于任意自然数《，都 
有《元序时，我们就可以去定义《元类关系了 • 

为了简便起见，我们常常把记做 或 ㈤ 夕 • 
关系是集合，它除了有集合的一切运算外，关系与类关系还 
可以有复合、逆、限制运算. 

定义 1.8 对于任意的类 关系兄 与私，我们称类关系 
Ri <> R 7 = {< x 9 y > I BzCxRzzAzRiy )} 

为兄 与沁的 复合. 

定理 Id 对于任意的类关系见， R 2 与 私， 我们有 
(见。尺 2 )。及产凡。（见。此）* 

证明 对于任意的我们有 
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< x y y >^： ( R \° R 2 )°Ri 
*—^3z(xR^zAx(Ri < >R2)y'> 

« — ► 彐八彐 

^ — ► 彐 23«( (兑私方八之私 付〉 /ViA’ijy) 

*< *^<, x ^ y > QRi c ( Rz ° R ^)^ 

这样，由外延原则，我们有 

定义 mo 对于任意的类关系 k ， ，我们称类关系 
i ? _1 = -{<y ,^> \ xRy } 

为类关系 K 的逆 * 

定理1,10若丑，兄 和凡是 类关系，則 
( 1 ) domR ' 1 = mnR 9 
( 2 ) raiLS ’^ domi ?, 

(3) 

(A ) (iRxoE2y l = R-^R；\ 

证明 （1) 与 （2) 的证明是由定义 1.7 直接获得的，仅霈证 
明(3〉和（4>•设为任意的集合，先证（3>，我们有： 

^~ ><, x 3 yy 

再证 G) 

<M,y>€(Rx a R2)- l ^-^<y^>e^Rz 

^— > 3 z ( zRz l y AxRV ^ 

由〜: y 的任意性和外延原则，即得欲证的结果* 

定义对于任意的类关系丑和类 C， 我们称 
{<^^>1 <x t y>^RAx^,C} 

为丑对 C 的限制，并记做 



定义 1.12 对于任意的类关系丑和类 C， 我们称 ran (对 C) 

为 A 在 (:下 的象，并记做 i?(]：C3U 

由上述两个定义，显然，我们有 

五 CCJ = | 彐 x G ♦ y)} • 

不难证明 当丑 ，私，见是关系且5为一集合时， R x oR if 
R ~\ 对心仍然是关系•同样 i?ISl 是一集合， 

§7 函数 

定义 1.13 类关系丑，当其满足条件 

y x\f y\\/ yiixRyxA^Ryi-^yv — yi) ( 1 * 22 ) 

时，就称 i? 为类函数（也称之为运算） • 

可以看出，类函数是具有单值性的这种特殊的类关系•式 
(1,22) 表示，对于任意的 A 如杲存在 h 使得成立，则这 
种 y 是唯一的，亦即，对于任 怠的〜 当也成立时，就有 
这就是说，对于某些对象^来说，式 n.22> 是允许不存在少使得 
wi?：y 成立的•换吉之，对于这种对象 t 而言，任意的对象 yaAy 
都不成立•这是对函数概念的一个广义的理解•也就是说，当有类 
G 与 C 2 , 使得 

RaC x xC 2> 

且式 (1*22) 成立时，就称丑为类函数，并称匕为它的定义域， 
这就允许对于 C, 中某些元X 来说，对于任意都不成 
立, <^ 2 为7?的值域 * 然而，为了使用方便，本书对定义域与值域只 
取狹义的理解，就是说，总是要求满足条件： C» = do m ^, 这样， 
就有 

WxeC^[yR(x,y) 

成立，其中 

彐！ : yi^U ，： y> 定义为 3；y 〈丑 U ， y) V V4 沢 ( 〜夕 )—^^：)^〉）. 
类函数常用英文大写宇母 F 与 G 或加下标表示之.已知 F 为一 
类函数，并且 GcF ， 显然 G 也一定是类函数•特别地，空集合0 
是一个类函数，是一个处处无定义的类函数 • 



类函数具有单值性，类关 系不一 定满足单值性•类函数是特 
殊的类关系，一个类关系又满足式 (1.22) 就是类函数.一类函 
数又是一集合时，就称为一*合 函数， 简称函数•我们常常用符 
号/, 容 或加下足码表示某一函数，并且当 xGdom/ 时， 就 
表示函数在V时所对应的值，即 <&/(#)>€/♦ 对于类函数也使 
用类似的记号 • 

F 是一类函数，记号表示 domF = Q , ranFc ： C 2 , 
此时我们称 F 是由类 C, 到类内的映射，当(: 2 = mnF 时，就称 F 
是由类 G 到类(： 2 上的映射.当 F, (:，与^是集合时，就称 F 为由集 
合仏到集合内（或上）的映射 • 

定义 U 4 对于类函数如果它满足条件 
Mx^Ci\Jy y^F{x)^F{y )) 9 

则称类函数 F 是单射的 （或称 内射的 h 

定义 *1.15 对于类函数芦:。— C 2 , 如果满足条件 C 2 = nmF 
时，就称 F 是满射的，或 F 是由 C: 到仏的满射类 函数. 

定义1,16类函数如果它既是单射的又是满射的, 
我们就称它是双射的•更确切地说 F 是由 C, 到 G 的双射类函数. 

类函数都是类关系，所以上节建立的关系的复合、逆、限制 
与象的概念，对于类函数仍然是适用的 • 

定理 1.11 如果类函数 F 是单射的，则 F 的逆是以 mnF 为定 
义域的一类函数* 

这一定理的证明是从定义 1*13 与 1.14 直接获得的，这里从 

定理 1.12 如果类函数(： 2 是双射的，那么 
也是双射的 • 

证明如果定理不成立，则有力芊: y 2 , yieC 2> 3^€0 2 使得 
F ~ l ( y [ )= F ^ 1 ( y z )=^ x 9 这样，就有)=力且 F 〈幻 并且 
:: Va •这与 F 是一类函数相矛盾，定理得证^ 

定理假定类函数 F 是单射，若 xGdomF •则 
- =x f £raaF, — y. 


13 



证明设; vSdomF ， 从而故 < F ( a ;) # ^>6 F" 1 p 
即 FU ) edomF ，％ 且由此得到 /^ l ( F<：vn = A 

® y € ranF ， 由于 F 为单射类函数•故有唯一的〜 x^domF 
使得 < x ,： y > eF ， 从而即尸 1 (少） =心且5(幻 = ： y , 
F (^)- F < i ?- l ( y )), 因此，有 F ( F - l (： y )) = y . 

定理1*14如果 F，G 都是类函数，那么它们的复合还是 
一个类函数且 

dom(F°G) = € ^omG/\G{x) ^ domF}• (1 * 23 ) 

首先，我们直观地说明此定理的含义，如图 1.3 所示, G : Cr > 
C 2f F:C7 卜 (: 3 且 (：;<=：(； 2 , 



如果有 ; vGC, 使得 Gb ) 磋 domF ( 虽 然夕 ^^(AOeranG 、 
这时 _F< 无定义 • 而对于 A€domG, 且 GU t >€domF ， 这时 = 
G{xi) > yi € domF, 故有 ;? i = 厂 ( 少 1> •即 CFO(Xi>= 名 “ 

证明先证，。(；为类函数•假定不然，就有 A A, SiKz^Zt 

使得 

<XiZi >^F <且 〈尤 ，之2 > 6 F ° G 9 

这时就有 yi ， %使得》’ 且只 〔: y 2)=22 并且且 
< 方， >>£ 仏由于 (^ 是一类函数，故力 = ： ^ 又由于只为一类函数， 



故 A 这与的题设相矛盾•所以是一函数* 

再证式 CU 23> ♦设 A ^ domCT ^ G 〉 •故有;2,使得 < jv ， jk ) 

因此，存在 y 使得<^少>€6且<少4>€^由于 G 与 F 为函数，所 
以使得 = ^ 和尺^) 3 ^ •即 x € domG ， y ^= G { x ) 6 domF •并 

且有 

另一方面， ^： xedom 0 9 S . G ( x ) GdomF , 这时，一定有 
y f z 9 使得 ： y = G ( x )，y ^domG K < y f 2>€*F 由此，我们有 
<^ r , jy > 6 G 9 < y ^> € F , 所以， < x ，;^> •即％ € dom ( F ° G )_ 

综上，我们有式 （1,23〉 成立 • 

: 在上述定理中，如杲令 G 是单射的，并且把 F 取做 (； 〃，则 

(G- l ^G)(x)^G- l (G(x))^x, 
dom ( G mml < > G ) = domGr # 

走义* U 17 对于任意的类 函数^ 若对于任意 xedrnnF ， 都 
有 FU )：= a 则称 F 为类 (: 上的恒等函数•其中（: = domF •常常把 
这个类函数记做 

定义 ■ U 18 令类函数且 F 乒0,并且类函数 
使得 

G ^ F ^ T Cl (1.24) 

成立，就称 C 为 F 的左逆 • 

定义 1.19 令类函数且厂妗0,并且，类函数 
G : C 2 — G 使得 

FoG = Ic 2 (1.25) 

成立，就称 G 为 F 的右逆 • 

定理 1.15 如果 F 为一不空的类函数，則当且仅当 F 是单射 
时，存在 F 的左逆 (；• 

证明假定 ■^有 一左逆 G ， 即并且若对于 x € Ci $ 
yec lf 且 F (幻 =- F (>0 则有 

G(F(x))^G(F(y)). 

由于 GCFU ))=： v 且 GCP \ y )> = ： y , 因此 ; v = y ■也就是说，我 

们有 



F(x)^F(y)-^x — ym 
因此，函数 F 是单 射的. 

反之，假定 F 是单射的，这时是定义域为 mnF 值域为 C ， 
的函数•由于因此 G 非空•可以从 Q 中取一固定的元素: Vo, 
并定义^如下, 

r F~ l (^), 当， if€ranF， 
bo ， 当 * €C 2 丄 ranF ， 

由此，我们有 

C = i?- l U (C 2 上 raniO X {‘％} • 

显然， G 是一个类函数，如图1_4所示， G 的这种选择的0的是 



使得它把 G 映射到且 dom ( GF 卜并且对于任一尤 
都有 

因此， G ^ F =/ c ,« 


§8单值化臞则 

类似于定理〗我们有右逆函数的定理•不过右逆函数要 
求单值化原则 •因此 ，我们首先陈述单值化原则. 

单值化臞则 对于任意的类关系丑，都存在 类函数 使 
得 
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Gc 及且 domGadomi?. 

使用单值化原则，我们能够证明下述定理， 

定理 1*1 G 如果 F 为一不空的类函数，则存在 F 的一右逆 G ， 
当且仅当 F 是满射的. 

证明 若存在 F 的右逆(?，即 

F°G=* Ic 2 * 

因此，对于任意的： ySG , 有: y = F ( G ( y )), 这样，; 

就是说，对于任意的我们有 

y€C 2 ^**y Gran-F, 

所以， F 是的满射类函数 • 

反过来，假定 F 为由(^到匕的一满射函数，也就是说，（: 2 中 
任一点 y 都有 G 中的一点映到> 但是否仅有一点映射到它呢？ 
我们不知道.仅有一点对应于: V 的叫单根函数，在一般情况下， 
它不是仅有一点，而是可以有许多点，在 F 之下映射到 : y 〈图 15)• 



图 1.5 不单根的函数示隶图 

也就是说，一般来讲函数不是单根的•因此，是类关系，不一 
定是函数•然而，由单值化原则，我们有类函数 G 使得 

GcF -L 日 domG =： domF ' 1 9 

由此，对于前边给定的 y , 就有唯一的 A 使得 

因此 , <G (少 ）， y >€ F ， 从而有 

故有 i ^ G = J C2 * 

我们常常使用较弱形式的单值化原则，即集合形式的而不是 
前边陈述的类的形式的单值化原则 • 

集合形式的单值化原則对于任意的（集合）关系尺，都存 



在一函数 /, 使得 

fCZR 且 dom/=dom/?. 

注记 U3 单值化原则是一个重要的数学原则，我们将要证 
明它等价于选杼公理•类的形式的单值化原则等价于类的选择公 
理♦集合形式的单值化原则等价于集合的选择公理，并称之为选 
择公理形式I ♦单值化原则与槪括原则无关，它是一条独立的原 

则. 


§9替换1则 


作为定理1,7的逆，我们有下述定理， 

定理 1.17 令及为类关系，若 domjR 与 rani? 均为集合，则尺 


为一关系， 

证明 仅需证明尺为一集合•因为 



zl 彐 xSdoinR 彐 y 篇 <x.y >) 八 

z€P<P(domRUTanR)) 


巳知 domR 与 ran/ 《为二集合，由幕集合存在原则和子集合分离原 
则可得及为一集合. 

这祥，我们获得，对于类关系丑而言，丑是一集合当且仅当 
dom 丑与 rani? 都是集合•一般说来，我们不能由 ^omR 是集合， 

就推导出 ran 丑是一集合，并且我们很容易获得这一推导不成立 
的反例 • 

例1,4是一类关系，虽然是一集 
合，但是 rani? 是一真类. 

对于类函数 F 来说，当我们已知 dom/2 为一集合时， raa^ 是 
否为一集合呢？原则 6 (即替换原则）对此作了肯定的回答 • 

臞则 S 如果 F 是类函数且^是一集合，则 ran(n S ) 是一集 

对于类函数 F 而言，当 S 为集合时，替换原则保证 ran (矸 S ) 
是一集合，从而由定理 U 1 7 就获得了是一集合了•图 ue 直观 


is 




Ci C 2 


图 id 替换原剀示意图 

地说明了替换原则的含义，当 F 是一类关系时，虽然此时 domi?， 
ran/? 不一定是集合，但当把 P 限制在集合 S 时， F [ S , i ^ n { F [ S ) 
就都是集合了 • 

§10类与集合的封闭性运算 

当我们把集合的交、并与相对补的运算推广至类时，我们可 
以证明这三个运算对于类都是封闭的* 

定理 "U18 令(^与心是类，它们的交 

还是一类•换句话说，类对交运算是封闭的 • 

定理1_19令<：,与(： 2 是类，它们的并 

Cy\\C2 - {x\xeCy\Jx^C 2 \ 

还是一类•换句话说，类对并运算是封闭的 • 

定理 1.20 令0与(： 2 是类，匕与仏的相对补 
Ci—Cz = {x\x G Cl C2} 

还是一类•换句话说，类对于相对补运算是封闭的_ 

注记1_4任一类的元素是个体或集合•所以对于每一类 C, 
都有 ctv •这样，我们令 

并称 r 为类(:的补，因此，对类而言，补运算是封闭的•但是，当 



S 是一集合时，我们有 

~s 

不是集合而是一真类了 •这是 _ 

v=Tus ， 

当 S 与 T 都是一集合时，就得到了 V 是一集合了 • 

定理令 c 是任一类，它的并 

还是一类* 

定理％22令 c 是任一类，它的交 

(\C^{x\\/y(y&C^xey)} 

还是一类•特别地 

nF=0. 

注记1,5由式（1_16)(定义不空集合的广义交)，读者能 
够获得 

■s,cs 2 —►n&c ns “ (1.26) 

式 CU 26) 是说，集合愈小时它的广义交就愈大•但是，空 
集合的交是什么呢？仅在集合的范围内是没有办法回答这一问题 
的.有的作者把它规定为空集合0,有的作者对它不加定义•我们 
采取后一种办法•在集合范围内不定义空集合的交•而把它作为类 
的运算时，才给出了它的定义•并且这一定义和它的公式的表达 
式是一致的 • 

注记 U 6 由于真类不能作为类的元素，所以，0 7 }无定义 • 
这样，类对于无序对运算和幂运算都是不封闭的 • 

§11 存在极小元原则 

定义 1.20 令 S 是一不空集合，且^€&如果条件 

sn x =0 

成立，则称％为 S 的一极小元 • 

例 U 5 令 S =«0}， 


• 办 * 



因为 {0}€ S ， 且0宅5,所以有 

sn{0>«0 

成立，因此 {0} 是 s 的一极小元 •但 是，虽然因为{0> 
GS , 且 {0> GU 0)»}， 所以， 40} 是这两个集合的共同元素，即 

S (\ i { 0 )}^{{ 0 }}^ 0 9 
这样，就有不是 S 的一极小元 • 

例 U 令5={{2>，{3»,因为 {2} €5,且丨 2} 中有唯一 
的元素2,而 2 CS •所以，有 

SO{2>-0 

成立•因此， {2} 是 S 的一极小元•同理 {3} SS , {3 >中有唯一的 
元素3,而 3 SS , 所以，有 

sn (3>=0 

成立•因此， {3 丨是 S 的一极小元 • 

例 U 6 说明一不空集合，可以有多于1个的极小元 • 

存在极小元原 W 每一不空集合都存在极小元 • 

这一原则是对集合的一种限制，它能够排除满足下述条件的 

集合 X ，> 名 ，方 。， 々， …， 心， … 

(1 ) 

( 2 ) x^.yAy^»t 

(3) x ^ yAy ^ zAz € x % 

( 4 ) A^i … / NA-t 

( 5 ) …八 A ；« + i ，八尤 f » €匁”-1八…八方 I 
满足上述条件之一的集合称为奇异集合，现在，我们运用存在极 
小元原则证明不存在奇异集合， 

定理1_23对于任一集合 A 都有成立 • 

证明如果定理不成立，即有一集合為使得这样％ 
与集合 U } 就有一个公共元然而，由上述原则取 {4 作为原则 
中的不空集合，而且恰有一个元素 A 所以 x 与就不能有 
公共元素，所以 

定理1,24对于任意的集合: v 和: y ， 都有 ~ Mx ^ y/\ye x ) 



成立， 

证明假定存在 A ^使得 I 

x ^ yAy^x (1.27) 

成立，我们做无序对集合当然，我们有和 ySU , 

: y }， 由存在极小元原则，集合 { w，：y V 必有一极小元，当然由于此 
集合仅有两个元，所以这一极小元只能是^或者: y •不失一般性， 
设$是它的极小元，然而由 (1.27) 可得少 这样从少£ {a 
y }， 就获得与 Y 是集合彳的极小元相冲突*所以，不能有集 
合 A : y 使得 （ i _27) 成立 • 

定理 * U 25 对于任意的 集合々 ： yp ， 都有 lUSyAye 2 八 
z & x ) 成立 * 

证明假定存在集合 A y ， 3使得 

yAy ^ zAz^x (1.28) 

成立 • 我们做集合{方，少，0，显然，有 WU ， 夕， 
y ^ z } 9 巧彳 ■成立•由存在极小元原贝4，此集 合一定 存在极 
小元•因为它仅有这三个元素，所以极小元也只能是这三个元素 
之一•不失一般性，我们不妨假定^是它的极小元•然而，由式 
( U 28>, 可得并且; sek ，： y ，4， 这与 X 是它的极小元的 
定义相冲突 •所 以式 0-28) 不成立•这就获得了欲证结果， 

定理 1.26 不存在集合 . v 。, 々，__•,»”使得 

v € …€ 

成立 * 

证明假定此定理不成立，亦即有集合 
^0, …，使得 

<1 *29) 

成立，我们作集合松。，…％}，平行定理 U 24的 E 明，即可 
获得我们欲证的结论， 

定理 1.27 不存在集合的序列 知， 〜，心……，使得 


成立. 


••♦£ % + iG ， t 0 € … G v, G-Vo 




证明假定有集合的一序列 A ， 而，於，…使得 

… € 欠 。十 1 £ 怎”€ … € a € a (1.30) 

成立•我们令集合 S 为{心，々，心，…}，显然，对于任意自然数 f ， 
有由存在极小元原则， S 必有一极小元，又由于 S 的构成，它 
只能是某一 心。， 然而由式 (1.30) ，我们有知。 + 且 ％。 +1 GS ， 
这与〜。的极小性相冲突 ♦ 这就获得了我们欲证的 结果. 

定义 1.21 若集合 S 中有心，々，…，使得式 （1.30) 成立，则 
称龙。，夂1， ♦”， 为 S 的6降链， 

定理夂28 若 s 羊0， 其中不存在 e 降链，则 s 中有关于 e 
的极小元. 

证明假定上述定理不成立 • 即在 s 中不存在极小元，因此, 
对于 S 的任意元 T， 它不能是 S 的一极小元 • 令价 es， 心不是 S 的 
—极小元.因此，有別且•同样， 对于々 而言，仍然有 
☆ es 且 々 en •继续这一手续，就可以获得一个的€降链. 

由上述定理，我们已经获得，任一不空集含都不存在关于6 
的降链，那么存在极小元原则成立 • 

习 晒 

1.1 设 4， B ， C 泠任意的类，证明I 

(1 ) AHBczAf 

(2) ^eB^nCcr^nC, 

(3) CczAACczB-^CczAnBi 
<4) ACl ( AUB )^ A f 

(5) AVUViBy^Ai 

<6> dn(Buc)=(v4ns)u<4nc )， 

(7) AU ( Br \ C )^(. A \ JB ) C \( AUC ). 

1.2 设 S 为任意集合， 证明： 

( 1 ) 

( 2 ) 

(3) = 


* 23 - 



(4) 

(5) 举例说明 46 S 但逆泌(万)，即 （4) 的逆不 

成立 • 

1.3 求 • 

(1) 资 (0 )i 

(2) 朵（少 （0))1 

(3) 穿<穿（采 （0 )>h 

( 4 > ^(^(<^(.<^(0)))). 

1.4 求（其中它为整数集合，义为自然数集合，沒为有理数集 
合，淡泠实数集合 h 

(1) 老二， | 

(2) 2T n^Tj 

(3) 之工(泛工 Di 

(4) 资 n 殳； 

(5 ) 淡+0, 

1.5 令0 = 0, 1 = 0 U {0},2=1 U {1},3 = 2 U {2}, 4 = 3 U {3}. 

(1 ) 验证上述0，〗，2，3，4都是集合； 

(2) 验证16 2，1€3，1£4, 2 6 3, 3 G 4, 0 G 4, 

(3) 仅用0与{ } 写出4来， 

1.6 令」= <3,4}， 5 = {4,3 }U 0, 

C = U ，3 Ri {0}， 

D ^{%\^ - 7 \ +12 — 0}, E — { 0,3,4>, 

F —{4,4,3 K 6’= U ，0，0，3}. 

问上述集合中哪痊是相等的，哪些是不等的？ 

1_7设％少为已知集合，计算 t 

U Ub ，： y }}. 

1,8令计算 t U 淡（0 + ++ >与 UU 泌（0 +++ ) 

3-9 计算， ^(0 ++ U 0 + + + ) - 
iao 计算； u (0 ++ n 0 H + >* 

1，1〗 设 x，_y 是任意的类，位明下述结论恒成立 * 



(1 > x[j — ►a =«*0 

(2) ^ — yj 

(3) — 0| 

( 4 ) ^ oy ^ x -^ y ^ ^^=» 0 % 

(5) xf]y — x \ jy ^^ x ^ y * 

1.12 设方， _ y ，2 是任意的类，证明下述命题恒成立 * 

( 1 ) xuyaz^* 一 " ^^dzAy^z} 

(2) zdxf ] y * -- *- zCZ »/\ zC ： y } 

C 3 ) ,\ czy \ jz -* ~ ^ x -^ yCZz \ 

( 4 ) »^ y ( Zz ^ —~ ^ x[j y — ya ^* 

1.13 对于任意的矣 \： y ， j ?,«， 证明下述含包式 * 
j^-^-wCZ \}{ y — z ) u (2-^- w ) 

恒成主， 

U 14 证明 1 对于任意类 A ， y , 都有 

U (^ fiuy )— U U 

1.15 证明：若为、 ： y 均为非空集合， M 有 

n (^ uy >- n^n fl y . 

1*16 试给出集合; * 和: y 的例子，使得 
CD xn y ^0 f 
( 2 ) n ^ nnfl (» ny > 

同时成立， 

1.17 试计算并 化筒* 

(1) U {^(^(^(0))) 9 ^(^(0)>^(0) 9 0 }y 

(2) 。{逆(麥<7(0)>>， 淡 (0)，0>. 

1.18 化简， 

( 1 ) fU 穿（逆（淡<0 ))), ^(^(0)) > ^<0),0 }, 

( 2 ) n {^ c ^(^ c 0))) > ^(^(0)) # ^ c 0». 

1.19 设; t , jy 为任意集合，证明 t 
C 1 ) \ J ^( x ) = x t 
< 2 ) 分 （ A ) (1^(少）=麥（*11)>1 
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(3) 在什么条 H ■下，可以把包含号 CI 换 

成等号呢？ 

1-20 证明，若 y € s , 則它们的有序对 

< x 9 y>e (^(^(U^)»* 

U21 证明：对于任意集合外，勿，存在一集合 s , 使得对于任意 
集合少，都有一集合并及 

y €. s -* 一" ^ y ^{ x } X5a， 

1*22 令& =»{0，1，2>，幻* 3 * {2,3,4}求 Si XS 2. 

1 *23 令& = {0，1},幻={2,4,5},求 h><5 2 * 

1.24 证明 ： x ' A { y [)2) = (xx y )\^{ x ^< z )* 

U 2 B 证明： » Xy ^ xXz , 并 ilx 手 0 则： 

1*26 证明，对于任意的类关系允 u 尺 2 ，和任一集合力， 办 ，都 
有 * 

(1) 5 iCS 2— i ? iISiIl<=i ? if52l 
(2 〉 (i?i °ivlz)il5il = 

(3) R 2\ U l Vs 2)- R 2 ls i \ JR 2 ^ s 2 . 

1*27 假定 / 和艺都是兩数，证明 /€：《■*< **dom (/)Cdom(^)A 
V.r€ dom(/)(/“ ） = 茗 ( 方 )）• 

1*28 假定 / 和纪都是函数，若 / C 《且 dom (彦） C ： dom ( 

1.29 证明，不存在这样的集合，使一切函数邡属于它. 

1-30 设为自然数集，已知个元的自然数函数心， 
并已知公为 fi 元的自然数承数，并且 ran (泛〉 
ci ^ T , 证明由下式定义的/是一自然数函数，并且 ran(/)G 
，， 

/( Xl …,; V拓）货艺 （KAl， …, ArJ ，…，而。（负 ，…， 】„»))• 

1,31令丑是一个 m + 1元自然数关系，并且有性质* 

V 戈1 _ y) 成立，令 

( xi 9 £ f * ~ （ a ! •… ，戈„，少〉 

A V2€^(i?(A ： i, ••% ， z)-^y<z) 9 

证明 i / 是一自然数的 w 元兩数、并且对于任意的; Vi， ^ 
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€/， <々•••,#»> 对于函数 / 都有定 义* 

1.3 2 对于任意的集合戈, y 扣类关系及，都有， 

A6ran(i2[ s y)-*->^nran(^ J Q{a})^0. 
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第二章序数 

本章的 H 的是讨论一类特殊的集合，我们称之为序数4序数 
是集合论的精髓，对它应做透彻的研究. 

自然数是序数的一个特殊部分.所以在讨论一般概念之前， 
首先讨论自然数，然而推广到序数的一般概念 • 

§1自然数集合 

定义 2.1 对于仟一集 合心令 

称集合 〆 为集合*的后继 • 

定义 2.2 
0 = 0， 

1 = {0}， 

2 = 1 U 

3=2U ⑵= <0山2}, 

4 = 3 U {3} = {0，1，2,3}« 

上述0，1，2,3,4都是自然数 • 空集合0—无所有，自然数零 
也…无所有 ■ 因此，把数零定义为空集合是合理的.向然数1表 
示有一件东西，我们定义为由0组成的集合，自然数 2 表示有两件 
东西，我们定义为由0与1组成的集合，自然数 3 就定义为有三个 
元素0, 1,2的集合，同样，自然数 4 就可定义为有四个元素 
3的集合 • 

定义 2*3 

(1 ) 0是一自然数？ 

(2) 若《是一自然数，则《 + 也是一自然数1 

(3) 每一自然数都是经 a > 与（ 2 )而获得的， 
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山上，我们有 

5-4 u {4>-{0,1,2,3,4}, 

_ 

_ 

« + l*=wU = {0,1 ， 

对任一自然数〈即《 + 比《恰好多一个元素，这就是《 

自身 • 我们不断地使用定义 2. 3 (2) (即 后继运算），就可以不 


断地获得新的自然数.并且，我们有 



061€2€3€… 


( 2 * 1 ) 

和 



0 C ： 1 C ： 2 C 3 C — 

*••• 

( 2 _ 2 ) 


所有的自然数能否形成一个集合呢？由形成集合的原则 1— 
6 .甚至增加上单值化原则也是不能推导出来的，这需要有一条新 
的原则，即下述原则7,我们称它为无穷集合存在原则* 

原则 7所有自然数形成一集合. 

当我们把原则7断定的自然数集合记做0时，由定义 2 . 3 •我们 
有 

< 2 . 3 ) 

= O V € 仿（尤=少*)〉 （2_4) 

成立•式 （2.3) 断定0属于％并且®的任一元的后继还在①中* 
式 (2*4) 断定©仅仅由0与后继数 组成， 

定义 2 M 对于任意的集合5，当它同时满足 

( 1 ) 0 65 , 

(2) 对于任 意的〜 若则 
时，就称 s 是一归纳集合 • 

式 （2,3) 是说©对后继是封闭的，即 ® 是一归纳集合，（ 2 .4) 
是说①是归纳集合中最小的那一个集合 •这 样，原则 7 断定的是存 
在一个集合，它的元素恰好是自然数.換句话说，所有自然数汇 
合成了一集合 • 

原则7可以换成一个表面上看来较弱的原则 7 a ， 并由它推导 
出，存在着一集合，它的元素恰由自然数所组成 * 





原则 7 a 存在着一归纳集合_ 

现在，我们由原则 7 a 出发，去推导原则 7* 由原则7 a ， 我们 
令 s 为一归纳集合.并且当: y 是一归纳集合时，由定义 2 U ， 可以 
写做公式 

0€ yAVz ( sZ ^ y )-^2 + €夕） • <2.5) 

自然数的共性是什么呢？这就是它们都属干每一个归纳集 
合，换句话说，若%是一自然数，当且仅当*属于每一个归纳集合， 

即 

V_y(< 0 €yAV 2 (^r€ ^ y )) € y)* (2, 6) 

因为，已知 s 是一归纳集合，所以•这样，由子集合分离 
原则，我们有集合 

{a 1 a S s/\ V y{OSyAWz{z^y-^z + G y'y-^x^. y)}, 

(2.7) 

并且，此集合就是 

{% I V ^ y (0 G y /\ Vz ( z € y -^ z * G & y )* ( 2 ,8) 

这恰好是原则 7 所断定的集合 A 

综上，“属于一切归纳集合”是自然数的特征，是决定自然数 
的条件. 

这里，请注意，我们上述论证的过程是把式（2_6)记做 
时，可以有 t 

ix\A(x)} 

这一类_由原则 7 a ， 并运用子集合分离原则，我们就得了欲求结 

果. 

定理2,1集合 o 是归纳的，并且对于所有的集合 s , 若 s 是归纳 
的， 514© c 5. 

证明由定义 2*4 和式 (2*3) 直接获得是归纳的•再使用式 
CL 8) ，对于任 意的心 我们有 

x 6 ©—V 少 （0 € y 八 V z(2 G 

^(0 ^ s /\ Vs ^ z + £ s ) 

^6 s (因为 s 是归纳的，所以，有 OOAWUO — 



z + €'0 成立） • 

因此，由 S 是归纳的，则 CJCTs. 

定理 2*2 _ ㈤归纳 定理）若 rco 且: r 是归纳的，则 
定理 2. 2是定理 2d 和外延原则直接获得的•定理 L2 是说 o 的 
任一归纳子集合部等于①自身•例如，假设我们希望去证明，对于 
每一自然数命题 敢立 • 我们首先可以形成自然数的集 

S . 

合 （ 

T = (2,9) 

其次，对于这一集合，如果我们能够证明0£了并且 r 是归纳 
的，则由此就完成了我们的证明，这样一个证明叫做归纳证明. 
亦即数学归纳 方法. 下面的定理给出这种方法的一个非常简单的 
例子 • v 

定理 2)5 除0以外的每一个自然数均为某一个自然数的后 

继， 

证明令7’= {»卜€6>且（或外=0或彐?《£0(邦=讲 + ))}，那么， 
0€r •而且，如果吒 r , 则因此，由归纳法,就有， T = o . 

皮阿诺 ( Peano ) 自然数公理系统是很著名的，简单说来， 
它是关于自然数0和后继运算以及集合 ® 上的结构的，人们也常记 
做抑，少 + ，0>，皮阿诺公理系统为下述三条，并且它们都是我们的 
定理： 

( 1 ) 

( 2 ) y^ ： o(x + — y) 9 

( 3 ) MO)/\\/x^6>(A^)^A^))^Vx^g>A(ji) 9 
其中 3 U ) 是任一公式 • 

(1) 是显然的* 

对于（2)，设/ 即叫伶卜 y U { y }， 这样 

和5 € A U {»} 9 亦即： 

y\/y) /\{y^x\J y-x) 9 

现在假定那么我们就有这与定理 1.23 相矛 

盾，所以方含:V, 
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(3) 就是 o 归纳原则的另一种形式 

注记 2.1 上述 ® 归纳原则是由 a 的性质央定的，也是对 o 的一 
种刻划.这一原則应用十分广泛，通常以皮阿诺公理 （3) 即数学 
归纳方法的名子而著称，这一方法是说，一个数学命题，当它是 
含有一个自然数与参数时，例如，它是命题 ZU ) 时，当我们能 
够验证或证明乂(0)成立，并且对于任意的自然数〜当我们假定 
AM 成立，就能推演出乂(《 + 1)也成立，那么，对于一切自然 
数 A 都有 jU ) 成立，即 

成立 • 这里应注意 t 

(1) ^(0) 成立（或 z (0> 可 证〉， 

(2) 成立（或可证八 

这二条是靠其它方法获得的，它们不是数学归纳法的结果，而是 
数学归绱法的前提，有了这两条前提，我们获得的结论是命题 

成立或可证，而不是命题汲(6>)，也就是说，我们获得的是： 

而不是初学者容易出现上述列举的错误，应慎重理解有关 
概念* 

§2传递集合 

定义2,5对于任一集合心如果它的每一元的任一元都是^自 
身的一个元，即 

V^V y (^ S y 八 : y C 2.10) 

就称集合 $ 是传递的. 

定理 2,4集合 s 是传递的，当且仅当 

UsCj?, (2,11) 

定理 2*5 集合 s 的传递性与下述任一条件都是等价的： 

(1) Vx€s(xC：sh (2.12) 

⑴ sc 汐 ( s ). (2.13) 

例 1,1集合 （0, U 0}}} 不是一个传递集合 • 这是因为 



{0)e{{0}}e{0Ai0}}\, 

但彳0， {{ 0 }}}, {0, 1, 也不是一个传递集合，因为 

46 5€ {0,1,}, 而4硭{0山5}* 

定理 2.6 对于任意传递集合; c ， 有 

U x " 

证明我们着手计算 LLt 、 

lU 、 UUuW > 

- LUuUU > 

= 

=Xp 

最后一步由传递集合 x 的一个性质 U«c:；v 所证明 • 

定理 2.7 毎一个自然数都是一个传递集合 • 

证明用数学归纳法证明，我们去组成一个使定理成立的自 
然数集合，且 n 为传递集合 >• 

显见， oer . 如果 Aer ， 则显然有 vsr , 因为，由计*, 

u (kn^k f 

从而 U ik + ) ak \ 

因此， r 是归纳的， jScr -©. 

定理 2 . 8 V^V Ay = 

证明如果对于 ® 中的桃和《，有 w + = » + ，则 U U («‘>. 

但是，由于州和并是传递集合，那么由定理2 d ，有和 
U ( w + ) = w •因此， m—nt 

显然，定理 2*8 就是皮阿诺公理 （2) ，这里又给出了它的一 
个证明方法 • 

定理 2*9 集合① 为一个传递集合. 

证明我们要证明\/邦€ ) •令 

T — {m | o 且 wco } , 

我们必须证明 r 是归纳的，显然， o € r •如果為 €： r , 则由 r 的定 
义，我们有 


{ 々 }CG> 八 ACIC&: 


• 33 - 



于是因此 已证明 •从而，： r 是归纳的，故 
再由 r 的定义，结论 成立. 

传递集合是一类很重要的集合，本书中我们还要多次论及 
它和使用它，因此，我们列举并证明它的几条一般性质 • 

定理2.10若，为一传递集合，则 ，是 一个传递集合 * 

证明因为对于任意的集合夕， a 我们有 
y^x^-^y€x\/ y — Xf 

y y f \ y ^ x)\l y f \ y ^ x ^> 

定理 2*11 若％ 是一传递集合，则淡 b ) 是一传递集含 • 
证明因为对于任意的集合％ A 我们有： 

y /\ yd2i 

- ► 26 ^(*). 

定理 2.12 若少(>0是一传递集合，则是一传递集合 • 
证明由，麥 U ) 的传递性和 （2.11) ,我 们有： 

U ^ U ) cz ^( x ). 

因为，由习题1,19,有 U * 麥 U )= a 所以，我们获得， 

XCZ 奶 X ). 

这样，由 （2*13) a 是传递的* 

定理 2.13 若力是一个传递集合，则 U ;«也是一个 ft 递集合 • 
证明设2为任一集合，我们有： 

名 £yAyG U 义八彐/ (^€^/\ y €0 

— 八彐 《（ y £ x ) 

- *^ir€ yAy€.x 

—z 6 U 太 • 

注记 2,2 在上述证明中我们曾使用了： 

彐 /( 少 Gat )— -夕£夂, 

这里3的辖域中不出现我们可以变换为夕€戈八/ = /，因 
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此得到彐 Ky €3八< = 0， 因为 ：y € a 不含有变元/，故可能 _ v € a 八 
彐名 G 而 3 Kf ==0 为恒真命题，即得:也就是说，可以 
有 I 

彐 Ky €；*)— 匁八《=名） 

^ 一 ►3 / €欠八彐价 = 爹） 

这些步骤都是谓饲逻辑中的推演定律.我们将在第六章中概述谓 
词逻辑的有关结果 • 

定理如果集合;^的每一元素都是传递集合，则 LU 是一 
传递集合* 

证明我们仅需证明，对于任意的集合％ A 当 z €： y 且 
Ux 成立时，就一定有根据: Ux 的定义，我们有集 
合6使得: y €/ 且彡 ㈠ 成立♦由题设，彡是传递集合，因此，由 : VG 
和<夕，获得再由 G 邱 UG , 获得•这就完成了定 
理的证明. 


§ 3自然数集合的三吱性 

自然数是一种特殊的集合•由式 （ LO 及 (2.2), 我们可获 
得： 

0 6 3, 1^3, 263, 0 6 2, 1 G 8, 8 S 12 •等等，并且由于这 
样的条件，我们引进一个新的定义. 

定义 2*6 任意的 w ， 7 n €<^ 9 如果《<咐，则 

这样，我们不仅把自然数作特殊的集合进行了处理，而且也 
建立了它们的顺序 • 

定理 2.1 5任意《，下述三式恰有一个成立： 

n G fn 9 n — ni , m G «• (2#14) 

亦即 * «<Cw ，n = m, (2 • 15) 

中必有一个成立 

满足 (2.14) 的称为€三歧性，定理 L 1 4 断定6)有€三歧 


35 • 



性，由《的传递性，从而断定每一自然数都有0三歧性 • 

证明 首先，式 (2*14) 中三个式子至少有一个成立，为 
此，我们使用数学归纳法，令 

V 桃 € 仞 （你 € n\!m=n\Jn 6 )K 

(2_16) 

我们必须征明 C €： T ， 亦即证明 

\fm VO €w) (2.17) 

成立，令公式 A ( w ) 为 wteov 抓我们对 A < w ) 再作 
一次归纳方法（注意，这是归纳方法中的归纳方法>.&然 A <0) 成 
立，因为我们总有0=0,其次对任一 a e % 若 o =/ tvoe \ 则 
总有 06 A + ， 所以我们已有 AU )> A ( P >， 这样式 （2,17) 成 
立， 

现在假定 々 sr , 考虑 P •由 Aer ， 所以对于任意切都 
有 

w e kVfn= liVkem. ( 2 * 18 ) 

由々可得讲€々+,由机=々，也得而迮时，可得 
k ^ tn \/ k ^ m , 这样在式 (2.18) 的每一情况下我们都有： 

m £ k * V»t = ^ + (2.19) 

亦即 ye 7\ 由于对任意的 a , 假定 々 er ， 都有 per , 所以 
T = 

其次，我们证明式 (2 •: U ) 中三个式子至多有一个成立•由于 ® 
的传递性，不管式 (2.14) 中那两个式子成立， 都 会获得与存在 
极小元原则相矛盾•不失一般性，令财显然，由此可 
获得， m ^ fn 9 而这是不可能的* 

综上，自然数有三歧性和传递性，①也有三歧性和传递性， 
这样，这两点是它们的共性 ♦ 这一共性启发我们可以推广自然数 
的概念 * 
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§4 序数的定义 


定义 2.7 

(1) 0是序数 I 

(2) 若《是一序数，则&是一序数； 

<3)若 s 是序数的一集合（即 s 的元都是序数)，则 Us 是 
一序数！ 

(4) 任一序数都是经 （1) 一 （3) 获得的. 

定理 2_16每一自然数都是序数，并且©是一 序数. 

证明 每一自然数都是一序数，这是由定义 2.3 与 2.7 直接 
获得的，现在证明0是一序数•由必的传递性，据式 （2.11) 我们有 

Uo 匚 (2.20) 

另一方面，对于任一％我们有 

x^0) — >x^x* /\x^ — G U 田， 

所以 © CU ». (2.21) 

因此，由式（2_20) , ( L 21) 和外延原则，我们有 队 
因为①是序数的一集合，所以 Ua 是序数 •即 ⑺是一序数. 

由定理2,15和定义2.7，我们茯得 

© + ^ + 2- ci > + + , 都是序数•并且，一般地，我们有, 

定理 2,17对于任一自然数％仿 + w 是一序数. 

定义 2. 8 © + Ci )= U ' (卬十竹 I W € 公} 1 • 

定理 2.18 ©+份是一序数_ 

证明首先证明 伽十外 |«6对是一集合•令 o >-^ n >\ 
n € 叫 •不难验证 F 是类函数，并且有 

ranC ^ T ©) -{^ + «| w • (2, 22) 

由锌换原则， 抄十 耐是一集合，由于它的元素都是序 
数，据定义 2 . 7 < 3 >和定义 n 就有是一 序数. 

依照上述过程，我们有序数， 0 )^ 0 )-^ 1 9 0+0)十 2 ，……， 
以至得到十0) + 6>•并且令》-2=似+ 6^3=® 十① 十必，对于任 

意的似，可以得到仏％并且令 
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©• g )=» (J 4 C 2.23) 

仿定理 2.18 可证明是一序数，并且令舻•这一过程 
可以一直进行下去，获得相当复杂的序数•例如.对干任意 
的《 €%有从而获得等等都是序数，还可获得更 
复杂的序数* 


§5 序数的传递性与三歧性 
定理 2.19 任一序数都是集合. 

证明 施归纳于序数的定义（即定义 2.3) •序数是 G (即空集 
合）经取后继运算和集合的并运算获得的，任意集合经过这两个 
运算之后，仍然是集合，所以，任一序数都是一集合 • 

定理 2.20 任一序数都是一传递 集合. 

证明 由定理2,10与2.14，仿定理2_19的证明施归纳于序数 
的定义，即得欲证结果 • 

定义 2*9 对于任意的集合^如果它满足条件， 

VxGsV y y\/ x = yV y^x^) (2*24) 

成立，则称 s 是 € 连接的 （或称5是€ 线序的 ）• 

定理 L 15 中讨论了份的三歧性，其实这一定义是可以推广至 
任何集合的_这样，我们可以有下述定义. 

定义 2 dQ 对于任意的集合$，如果它满足条件，对于任意 
的 $， y £ s f 三个公式 

a ；6 y , 方 =* 少， (2.25) 
中恰有一个成立时，则称 s 有三歧 性. 

显然，一集合的三歧性要求比€连接更强一 ft , 后者要求式 
(2.25) 中三式至少有一个成立就可以了，前者餘此之外，还有 
不能二式或三式同时成立 ■ 下一定理诶明，在存在极小元原则之 
下，二者是等价的 • 

定理 2.21 在存在极小元麽则之下，我们有 》 任一集合 s ， 若 
s 是6连接的，则 s 有三歧性< 

证明 由假定，对于任 意的％ ^65,都有 
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yVv=* vVv € « ( 2 . 26 ) 

成立 • 我们只褡证明上述式子中至多有一个 成立， 因为若 （n 
欠€7和1=夕同时成立，则有 a ： S , v , 这与定理 U 23 相矛盾•若 
(2 成立，同样有， re % 咎 （ 3key 且） s % 同时成 

立•这与定理 U 24 相矛盾 •所 以，我们有欲 ffi 结果成立. 

在定理2_15中， 我们已 经证明了每一自然数和序数 o 部有 e 
三歧性，从而它 们都是 €连接的 * 下边， 我们要证明每一序数都 
有这一性质 • 为了证明下述定理，我们先引进序数集合的两个概 
念•序数的集合 s 叫做有 最大元的， 如果在 s 中有一元 a , 使得 

V3€5 (㈣ -4<cO 

成立，这时称《为$ 的最大元 •当 s 中没有最大元时，就称 s 是无 最大 

元的 • 

定理 2*22 任一序数都是€连接的 • 

证明 我们仅需证明定义 2.7( 2 >与 （ 3 >构造序数的保持三 
岐性.为此，仅需证明如下： 

C 1) 任一集合，若$是€连接的，则 f 仍然是 e 连接的.由 
后继的定义这是显然的，这里证明从略 • 

(2) 仅需证明：当 s 为一 £连接的且无最大元的序数集合 
的情形（当 s 为其它情形时，欲证结果是显然的） • 事实上，对于 
此情形来说，因为，若 xeus ， [) s 9 由 Us 的定义，则有 

且 aes 

K 

又由于 s 的条件，我们有 
当时，由爲的传递性，有 

欠€月， y 泛0， 

并尺，因为 i 8< Us , 据归纳假设，有 

y y \f 

也就是说，由即得欲证结果成立•当或时，同 
样，也有欲证结果成立 • 
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综上，我们就完成了定理 L 22 的 证明. 

注记2_3由定理2_21与2*22,我们获得任意的序数《都有€ 
三歧性 • 

注记2,4由定理2,19，任一序数都是…集合，由定理2, 20 
任一序数都是传递集合，由定理 2. 22任一序数都是6连接的•也 
就是说，一序数是具有传递的和 G 连接的一集合•早在1925年， 

冯•诺意曼 （von Neumann ) 曾把序数定义为具有 G 三歧性的传 
递集合•也就是说，我们在定义 2 _ S 中定义的序数都是冯•诺意曼 
意义下的 序数. 反之，是否任一冯•诺意曼意义下的序数都是我 
们的序数呢？ 

定理 2.25 对于任意的集合 a 若 f 是传递的、 e 连接的，则 
x 是一序数* 

证明假定定理不成立，也就是说，有一 集合义 它是传递 
的、 e 连接的 s 芪方不是定义 2*7 意义 下的- 序数•令 

s = iy \ yex ^ A y 是传递的、 e 连接的并且 y 不是一序数 } 
由子集合分离原则，$是一集合，且•即 S 是一不空的集合* 
由极小元存在原则，有“集合且;显然，^¥=0, 
这样，由于於是€连接的，必有 

(1) V y € 

(2) By €iVo\/^ yWz-y') 

二者之一成立 • 

当 （2) 成立时，就有; = 由％的最小性， y 是一序数， 

从而获得別是一序数•这就矛盾于％的选择 • 

当 （1) 成立时，对于任一: y € A ， 有2€知，使得: vSa 因 
此，有少抑，这样有阶 <= U 心•另外，由別传递，有 U 跔 c 抑， 
因此 a == U 由％的选择，集合价的元素都是序数•因此，由 
定义2.7(3)，心也是一序数，这就又矛盾于 ☆的选 择. 

综上，我们完成了欲证的结果. 

定理2,23断定冯•诺意曼意 X 下的序数也是由定义 2.7 所给 
出的 序数， 这就说明了上述序数的两个定义是等价的 * 因此，对 
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于任一集合％只证明它是传递的且 €连 接的，也就证明了/是一序 
数.今后，我们令 OnU ) 为公式 

yAy£ x^z^x)A\/y^x\/zQ.x 
(y^z\/y—z\/z^y)> 

这样，我们可以立即获得以下定理， 

定理 2.24 任一集合 a % 是一序数当且仅当 On (. r ) 成立 • 
我们也可以令 On =^ U | OnUO }, 

定理 4. 25 On 是一真类，换句话说， On 不是一集合_ 

证明 我们假定 On 是一集合,我们不难验证 On 具有传递性与 
€连接性•那么 On 是一序数，从而我们有 On €0 ii ， 这与定理 1*23 
相矛盾•也就是说， On 不能是一集合 • 

On 不是一集合也说明概括原则对于集合不能成立，因为， 
否则由它的定义就获得 On 是一集合，并旦因为 On 是一序数，由 
序数对后继的封闭性 可得： Oir = Onu { Oii } 也是一序数，从而我 
们有 t OneOn + •然而，又因为 On 是由所有序数所组成的集合， 
因此又有 0 n +60 n , 这与序数的基本性质相矛盾 • 这就是布拉里- 
福蒂 （ Bundi - Forti ) 悖论，它是布拉 里- 福蒂于1897年发现 
的.其实康托 ( Cantor ) 在1抑 5 年就己经发现了它 • 这-悖论已说 
明槪括原则对集合是不能一般地成立的，然而由于序数理论较专 
门， 并没有及时引起人们的注意，罗素 （ Russell ) 悖论，它从 
集合的基本概念出发，得出悖论，因而震动很大 • 

今后，我们常用 On ( %)或 X € On 表示; V 为一序数，并且为了书 
写方便，我们常用希‘腊小写字母，良 F 或加下标表示序数，也 
使用下述记法： 

⑻表示 3 v ( On (.”〕 /\ A (方 ）） ， (2.27) 

\j a 表示 V ^(On (. v )-** A ( x )) , (2*28) 

其中 A : v > 为任一公式，并且:^在其中自由出现* 

§6序数的性质 

定义 2,10 一序数 a 叫做后继的， 如果存在一序数3，使得 a 



，一序数 《 叫做极限 序数， 如果 它不为 0& 不 是后继序数. 

定义 2. 10把序数区分为三类，0,后继序数和极限序数，由定 
理 2. 3,所有非0的 S 然数都是后继序数，由上节可知等 
等均是后继序数，那么，极限序数是否存在呢？ 

定理 2.26 是一个极限序数. 

证明假定它是一后继序数，即有一序数氏使得•由 
之奸叫由定理 2*1 及①的定义，3是一自然数，所以3 + (即®) 
也是一自然数，而这是不可能的* 

今后，为简便，我们令 SumCv > 表示 X 为一后继序数 

表示 A ； 为一极限序数•亦即，我们定义《 

Succ ( a ) = W })， (2.29) 

lim ( a )= (2.30) 

定义 2J1 对于一集合 s， 如果有一公式 AU>， 使用 A(《） 
与彐 MAU) 成立时，则称集合 s 是公式 AU) 引入的，并称 s 是 
可由公式引入的， 

由之， ® 是可由公式引入的，并且从定理 4 .1 G 的证明中，我 
们可以获得，©还是一个最小的无穷序数，定义它的公式是* 
On ( A ?) AlimC ^ p ) A Vy € ^(^¥=0 - ♦ Succ (^))* 

我们把上述公式记作 FUU >, 那么我 们有： 

x ^ o ^^ FlUx ). (2.31) 

定义 2.12 令 a ? 是一序数集合，即 xCOn ， 若有序数使 
得对 任意屯 

我们称满足这一条件的最小的序数 a 为 X 的最小 上界， 并记作 
S U p . r , 其中 /3< G 指阳〜 今后，对于任意的序数我们总是用 
总<«标记用标记 = 事实上，爲表达了 a 
与3的次序关系，并且称0小于〃，就意味着或 

不空的序数 集合％ 的最小元总是存在的 • 下述定理证明了方的 
最小元怡好是集合 n a 

定理 2*27 若: v 爹0 且 xdOn ， 则 fU 也是一序數，并且 CU 
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是 V 中的最小序数 - 

证明我们需证明三点，第一，是一集合，这是显然的, 
第二， fix 是传递的，即对于任意的 y ， r ， 若且: y € n 吣则 
ru •因为 

s^yAy^ [\x-^z& yA\/tKu^.x-*y^u) 

yA V^(( —>ti^x)\/y 6 «) 

一 Nu 、 7 足 y \/>^€«)) 

一 \ju{z 乞 y t\ y f\y 

u、zty l\ G a\/z^.u) 

- ► V w ( U € y S m ) 八 

(^) V ^6«)) 

€ n x * 

所以， ^ eru ， 这就证明了 ru 是传递的•第三，我们证明 n . v 是 
e 连接的，亦即任意 y ， ，必有 t 

y^zyy = 2 .\Jz^l y 

成立 • 因为它们属于 nA 它们必须属于 ^ 的元，所以上式显然成 
立.这样， ru 是一序数•由 fix 的定义，对于任一 aet n ^ a t 
并且由存在极小元原则， A ； 不空，必有最小的集合 xQ a ^ (] x = 
0 •因此 fUcza . 反之，也应有 ACfU , 若不然，必有•而 
/3? ru , 可是对于所有有負€«，因此，冇 PGfU ， 这就产生 
了一个矛盾,从而有 n . v = a fl . 

定理 A 28 对于任意序数久不存在《，使得其中 
/3<«, a < 少分别指吒 a , aefi \ 

这是显然的. 

定义 2.13 任一序数《,它的3节或3前节 Se C (0) = {> MV < 
/3>,其中 /3 <a (即 j 3<« 或 /3= a ). 

定理 2.23 任一序数《的任何前节都是一序数. 

这也是显然的 • 由此町以获得，任一传递的序数集合都是一 
序数•如下定理显然成立 • 



定理 2,30 对于任意的序数 A 象我们有 

(1) <x6/3-^ac: + i3 f 

(2) crd 

定义 2 J 4 对于序数的任一集合&和一个序数 a £ s , 如果满 
足条件 

- Vj3es(^^«Vi3=a) (2,32) 

时，则我们称《是5的一个最大元 • 

定义 2*15 对于序数的任一集合 s , 如果存在《，使得《是 s 的 
最大元，则我们称 s 是有最大元的 • 

定义 hIS 对于序数的任一集含 s , 如果满足条件 

Va € s 彐线 Gs («6戶）， (2.33) 

则我们称 5 是无最大元的或称 s 是无终端的序数集合 • 

定理231对于序数的任意集合心如果序数《是 s 的最大元 
素，则我们有 

U 5 = (2.34) 

证明对于任一若 : vs us ， 由此，有一3使得 
由式 （2,24), 有爲•并旦由定理2*20, C 是传递的，就有 
这就证明了 Uscl 

对于任一乂若;由题设 ad 故 igul 因此 ，锻制 

a 匚 Us, 

综上，由外延性原则就有式（ 2 . 34 )成立 • 

定埋 2.32 对于任一序数集合 A 如杲 s 是无最大元的， 

.0， 则序数 Us 是一极限序数 • 

证明由 s 妾0， H , s 中元最大元，有 Us 古0•假定 Us 是一后 
继序数，即有一序数 a 使得 Us = a 、 因此，有《€1^，所以有一 
序数0，使得仏卢且托5,因为 s 中无最大元，据式（ 2 . 33 )，有 
一序数 ASs 使另一方面，由有或#二卢，由 
之，•这与相矛盾_因此，欲证结果成立 • 

对于任意的集合 xUOn ， Supt ; 总是存在的，井11我们有 



r o > ，当方中不存在最大元时， 

Sup 戈 * «■{ 

l < iixy 9 其它情况. 

定理 2.33 —序数 a 是自然数，当且仅当《的每一 •不空 子集合 
都有一个最大元素. 

证明 （1) 当 a 为自然数时，它的最大元素为自然数《-1, 

它的任一不空子集合，都是由小于 a 的一些元素组成，对于它的每 
一不空子集合 A 我们可以从 a - 1， a - 2，…依次逐一检査它们是 
否在 s 中，并且在依次逐一检查中第一个找到在 s 中的自然数就是 
它的最大元. 

(2) 现在证：若序数《的每一不空子集合都有一个最大元 
素，则序数 a 是一自然数 • 

为了上述目的，仅需证明，若 a 不是自然数•则存在《的一子 
集合，它没有最大元 • 

若 a 不是一自然数，故•并旦 o 是 G 的一子集合，没有最 
大元， 

定理 2*54 对于任意两个序数《，扎若有 gc : + ,8， 則有 
证明由定理2,21与 2 . 22 ，下述三式 

中恰有一个成立•若有这与前提 ad 相矛盾•若3€心 
由于0茫良则它与前提 acid 也和矛盾.综上，必有 aG 火这就得 
到了欲证结果 • 

注记2,5由定理 L 30 与2.34,对于任意的序数 a ， 心我们有 
(1 ) 0 
( 2 ) 

定理2,35如果 s 是序数的一集合，则 s 具有三歧性 • 

证明对于 s 中任意元3，因为 a ， 0是序数，所以 a % p 
以及 U {^， P } 均为序数•井且有 U { a +， t }， 奸 U 切％ P }， 
据定理 2*21 与 L 22， 序数 U 扣 + ，3 + )■有三歧性，从而我们有 

三式中恰有一个成立 * 这就完成了 $具有三歧性的证明 • 



下述定理实质上给出了序数的另一定义. 

定理 2.3 S 假定% 是一集合，那么，#是序数当且仅当下述两 
个条件同时成立^ 

(1) 欠是传递的， 

(2> X 的每一元都是传递的 * 

证明 先证（― ）• 

(1) 4是传递的，因为每一序数都是传递的 • 

( 2 > y^z xAz& y-^2Cly t C2.35> 

设 x 是序数 i 我们欲证: y 是传递的 * 令4〖为任意的集 

合，并假定且这时，我们有 

z^yAt&z/\y^ ： x^z^ xAt^zAy^^ 

^ A y • (2*36) 

由 戈是一 序数，故有： t ^ y \/ t ^ y \/ y^ity 但是 > ( i ) >>$/，因 
为若少且由前提中可知，这与定理 I * 24 矛盾， 
故 . y 芒夂 （ ii > 恃 y ， 因为老^ =夕，由前提同样得到名€夕八 y € z ， 
这与定理 U 24 相矛盾 ♦ 所以必冇纟 €： y ， 因此 y 是传递的. 

再证（― ）， 我们可令 or ( x ) 表示一集合满足条件（1>与 (2)* 
现在来证明.若 orU )， 则 xGOn . 

由 （1) 可知 * \/ y €% iydx ). (2.37) 

由（2> 可知！ V y ^ V2 € y ( zczy )， 先证， 

jy Aor(j»)-^or( > y). (2*38) 

因为:所以任一 2 €： y 就有之£戈，因此， z 传递， 
即 or ( y ). 

由 01( 尤）时，太是传递的，我们有 I 

or(jr) A^€ yAy^ * * C2.39) 

现在我们证明 《 当满足 orb ) 吋，对于任意集合 
我们有 

y y y C2.40) 

成立 • 为方便起见，令 
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当我们证明式 <2.40) 成立时，也就证明了 r 为一序数•为 
此，我们用反证法，假定 

(2.41) 

令 Bi "» { u \ u ^： xA 3 i & x ^] B ( u f t ) } * 

由式（2,41)， 玖不空•由 存在极小元原则，艮中存在关于 G 的极 
小元•令是氏的一个€极小元，并且由式 (2^41) 可知 

不空，令^是丑 2 的一个6极 小元， 所以我们有 

一 |5( 少，艺） （ 2.42) 

成立_ 

对于如上的少， A 我们先证因为任一《, u ^ z 9 由式 
(2.38 )， 我们有 

故真（因为 2 的极小性）•亦即 

y — yV «6 y C 2 • 43) 

真. 若 yen , 由和 s 的传递性，即得夕由此可得丑(: y , 
z )， 这与式 (2*42) 矛盾； 若 wy ， 由《€名，也可得 S (： yd )， 
与式 (2.42) 矛盾 •因 此，由式 (2.43) 只能获得《£夕，所以我 
们有 

其次，因为 rCy 且 —LB <3^，名），所以別€少上名，而且 orU )， 
且由; y 的选杼，有召0,2)真.又因为才宅 A 这就蕴涵着 * z^tyz 
因此就有<少，即有识 ： y ， d 真，这就与式 C 2.42) 
相矛盾 • 因此，我们就获得式 （2 U 1) 不成立.亦即式 (2.40) 
总是成立的_也就是说，由 orU > 得到了 OiiU )， BIU 是一序数， 
法记 2*6 由定理 h 36, 我们有了序数的第三个定义•这就是 
一序数是一传递集合并且它的毎一元素都是传递的- 

序数还有许多重要性质，我们将在下两节《超穷归纳法，序 
数的运算以及其它章节进一步论及它们 • 


§7 超穷归纳法 


我们已经讨论了自然数集合的归纳原则，把自然数推广到序 



数，我们就获得超穷归纳法.为了讨论这种超穷归纳原则，首先 
讨论两个预备性结果 • 

定理 2.37 (最 小序数存在定理)对于任意的性质 AU), 如果 
彐 《乂<旬， 那么存在一最小的序数《使得成立 • 

证明 由 项也幻 成立，我们设 oy 使得 J(a D > 成立，由亍集 
合分离原则我们令 S 是如下的序数集合 

S^{a\aeatAA(a)} , 

可知故 s 为非空序数集合，由定理2,27序数 PU 就是我们欲 
求的最小序数. 

对于任意的公式 ZU) 来说，我们令 

{ a \ A { a ) } , 

显然 CdOii， 它是序数的类，由此，我们立刻得到 
定理 2.38 设 CcOii , 若 C： 不空，则有最小的序数 A 使得 

现在，我们来讨论超穷归 纳法. 

定理 2*39 (超穷归纳法）对于任意的性质 ZU )， 我们有1 
I 刻）八 VGU ⑷ ‘ M ( O ) AV « aim ( cOAV 0£«^( jS ) 
⑻） 

形式I和 I 实质上是等价的， I 是说，尨(0> 成立；对任意 
后继序数 a + , 可由的前驱“时的命题乂(《)成立，推导出 4(a + ) 
成立；并且对任意极限序数《而言，由所有小于 a 的 j3 都有命题4 
成立，就能推导出也成立，这时我们就能够获得对一 
切序数《而言， A ( a ) 均 成立. I是说，对每一序数 c 而言，若可 
以由所有小于《的0都宿 /K 爲） 成立，就能推导出 Z(a ) 成立•这 
时、 我们就获得了对一切 a 而言， A { a ^ 成立•这里当然包括4(0〉 
成立，因为无序数小于0,因此可以认为 

成立，它的前提％<0”是假的，故/1(0> 成立 • 形式 I的前提比 
形式I的前提陈述得更细一些，我们仅需证明I • 



证明假定定理不成立，即有序数 t 使得成立•由定 
理 2, 37 就有最 小的序数％ 使得成立.因 此，当泠<%，水吞) 
都成立 • 这样，由归纳前提即得到 Z (« t ) 也成立，矛盾 • 也就是 
说，对一切《, Aia ) 成立 • 

还可换一种形式来陈述这一定理，即 t 

定理2,40对于任意的类 C ' cOn ， 我们台％ 

V € C) - ^C = Oii. 

我们使用趙穷归纳法时常常有些稍微变劝的形式 • 对于 
Cc ： On , 还可用约定《 . 

彐 a € C 4< a ) 表示彐 aWeCAdM ))， 

V^^CA(a) 表示 )/a(a^C-*A(a)), 

其中 C ： 可以是一真类，这时 “ a ^ C ” 就表示定义 C 的公式的缩写， 
例如》定义 C 的性质为 CU )， 而丨，这时我们把 
看作是 C ( a ) •因此，上述约定的公式仍是我们语言中的公式•这时 
超穷归纳法可以是 

定理 2*41 对于任意的序数类 C 和公式而言，我 们有： 
peC(?e^AA{P)->A(a))-> \/a^CA{a) t 

证明若定理不成立，即有 C 中元素 a 使得4(«)不成立，因 
此就有 C 中最小的元％, A { a 9 ) 不成立 • 也就是说， V ^6 C (/3< 
〜 — Z ( J 3)) 成立 •这 样，由归纳前提，我们就得到了 40。）成立 • 
这与％ 的定义相矛盾•所以，这就完成了定理的 证明. 

也应指出，在归纳前提中，包含了对于 c 的最小元 nc 而言， 
^( RC ) 成立_ 

由上 述定理可知，在我们证明数学定理时，若欲证 
(«) 成立，仅需证明，对任意由成 
立”可 推导出“4(«)成*”就足够了.这一步是需要具体地去证明 
的，它不能由归纳法一般地获得，它是归纳法的前提，而不是归 
纳法的结论*也就是说对于某些 C ： 和某些而肓，这个归纳 
前提可能是+成立的 • 



§8 序数算术 


在这一节我们讨论序数的运算（加法、乘法和方幕）•当我们 
把序数限制于自然数时，和通常的算术运算（加、乘、幂）相一 

致. 

定义 2.17 对于任意的序数定义 
( 1 ) « +0*» a , 

(2) a + r-(a + 0)% 

(3) a + y= U (« + 3 )， 当 lim(V>, 


定理 2. 42 

(1) a + 3^c?uU{(c+C) + |C<i3} • 

( 2 > a + ^ — a\j { a + CIC <^ } - 
证明 对 P 施归纳进行之，先证 U ). 

兵=0，显然成立•当0已成立时，验证 jQ + 时也 成立* 
«uU{(a+C> + ICO + 5 
-«uUU^+C) + IC<^}UC«+3) + 

=(« + ,3 )y (cr + /3) + 

= (a + /3” 

=c + /3 + 

当 Hm (/3) 时，不难看到 

a 十 j 3 = J (a + 

-ouU w + cnccm •(使用定义 2.17) 
对于 (2), 我们有： 

并且反过來 * 由对戶作归纳法，我们有 ■ 
a 4 3ecU {or + C|C<i3>. 

由此，就可获得我们的欲证结果 • 

我们给出儿个例题 • 
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例 2,2 tt + i =« + o + = Qf + . 

例2_3 O + «-0 u {0 + CI £< a ) 

= ( K « 

例 2.4 o + ©=( i)(j U {0 + 叫<0 } 

=U (^> + C ) 

L 黾热 

=© + ©* 

定义 2.18 对于任意的序数 A 札如果我们有 ® + 3 = )8,就 
称 c 是被3吸收了 • 

n + o = n'j {w + n\m<Co>} 

定义 2.13 二元运算 r 叫做是交换的，如果对于任意的集合 
y > 都有 

t (^ v y >*= r ( y ^). 

—般地说，序数加不是交换的，因为 

1 + 6) = fi )^ fi ) + = fD 4- ] t 

定义 2. 20二元运算 t 叫做足左递增的，如果 vCy ， 对于所 
有的 A 都有 

f ( 匁 (y ， js>. 

序数加法不是左递增的，例如， 0< h 但是,我们有 0 +o = 
gpo + ©<T +©• 

定理2,43对于任意的序数 a ，3， V , 我们有 
( 1 ) a + O + V)^(er + 0) +V, 

(2) ft-t-/3=of + y-« — ►iS— y y 
( 3 > a + j 3< a + V ——3< V ， 

( 4 ) c<i3-^« +y<^ + v ， 

( 5 > « + V<3 + V^<j3. 

证明： （1) 是由定理 2.42(2) 对 V 做归纳获得的 * 

-cu 怍 + CI£<W U {a + (戶 + d ) M < y } 
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= <« + 0> u{(a + P ) ^ d \ d < y ) 

+ 3) ti ( c ? + fl ) +V 
= (65 + 3) + v * 

(2) 由定义这是显然的 • 

(3) 我们首先使用超穷归纳法去证明 * 

+ j 3<« + y # 

假定 P < V ， 并且对于所有的 (5< V , 都有， 

3<c3-*^ + /3<a + 

如果 V 是一后继数， V 4+1, •当 <5 = 3时，欲证结果显 

然成立 * 因为： 

Cf + 3<» + (5<« + (6 + 1)=« + V. 

若 V 是一极限序数，那么 J 3+1 CV ， 并且我们有， 
a 4 0<( a + j 5> + i^a + 0 + l > 

<Sup{« J -<5|{5<V } 

= a + V * 

其次，为了证 a + 3<«+ V ，~ W 3 <n 我们设 a + 这 Fif 

不可能有 /3 = y ， 因为由 （2), 就得到 a + j 3-^ + y ; 如果这 
时我们获得 

a ：- f - y <« + /5. 

与题设相矛盾，因此，由序数的三歧性获得欲 结果. 

(4) 归纳于 V ，假定 《< i 3 和 d<a + v ， 所以，我们有或者 
6< a 9 因此 a </3<0 + V , 或者对于某一 (5 = c ?+ S , 由归纳假 
设和（2)，我们有 I 

a + + y 9 

不等式左边取上确界即得欲证结果 • 

(5) 直接从 U) 获得 • 

现在我们定义序数的乘法 • 

定义 2.21 对于任意的序数《, A V ,我们有 

( 1 > c ?_0 = 0 ， 

( 2 ) a^^(c^)^a 9 





(3) U (当 v 为极限序数时 >• 

Cr_、V 

定理 2*44 对于任意的序数 《， 良我们有 I 
( 1 ) U 

( 2> a ^^{ a ^^6\ C < fi /\ d < a \ 9 
证明 （1) 归纳于扎当 )3 = 0 时，显然下一步，当0+时， 
我们有 t 

a {«* s + a | c < r } 

篇 U X +« U </3} uC ^^+«) 

U (“•芦 +«) 

齡 （ a •玲 、 +a 

当冷为 极限序数时也是不难证明的 • 

(2) 由 （1), 我们得：当4<3和 <5 <ra 时， 々 C + 托… 
3,反之，假定 n < a ，3， 据（1)，对于某一 c <0， 有 

V < a*C +«. 

这样就有或者对于某一 d <«, 所以，由对/3的 

归纳法，我们即得欲证结果 • 

定理 2. 45对于任意序数心3, V ，我们有 I 
( 1 ) a *(0. V 〉 = (« •芦）々； 

( 2 ) a*(P + V) = a*p +a*V ； 

( 3 > fl>/3<«*y^-^(3<yAor^0>j 
( 4 > ff .^-= c « r ^(^^7 Vcf =0)} 

( 5 ) 

( 6 ) a . y < iS . V - M <^ 

证明先证 （2〉， 借助于定理 2_42 和2_44 ， 对 V 作归纳 
法，我们可以获得欲证结果 • 

C .( i 3+ V )={ a < +^ IS < C ^ + V ) A ^<« } 



{«^ + ^!£ e<iS + t 5! d < V } An < a > 
■a_/5|j{<r，03 + d) + 刃 l<5<y 八 
_ a •泠 U { a •芦十 { and } ^ V )\ d < y /^ n < a } 

+£ l £<«» y > 

•» a > j 8+ fl * V . 

类似地使用定理 2*44 (2) 和上述 （2〉， 我们可得 （1), 

(3) 可以使用定理2,44 (2) 去获得， 

/3< VAc =5 t O -^£* j 3< afy « 

反过来的情形是直接获得的 • 

(4) 可直接从 （3) 获得， 

(5) 对 V 做归纳法> 

(6) 是 （5) 的一个直接的推论 • 

注意，对右边的乘法分配律是不成立的 • 

下边讨论序数的方幂槪念 t 

定义 2. 22对于任意的序数 a , 心 V ,我们有 t 
(1 ) «°-li 
( 2 ) + 

(3) « # = u « S 当 y 为一极限序数时* 

定理2,46若《>0,则 
( 1 ) a 〜 lu U< a “alC<3 >， 

< 2 > « /? -lu{« c + i J|C<i3A<5<cA t K« c K 
证明 a ) 是对0做归纳法，当它为后继数时* 
lu U { a c . fl ^< j 8 + Xu U { a ^ a |40} u a ^ a 

当 i 3»0 和为一极限序数时，显然成立. 

关于（2>，首先右边是左边的一子集合，因为 I 0< Q ^ 并 
且若⑽， d < a 和那么 

a c *6 + TI<a c *c5 +c f (<3 + 



反之，左边也是右边的一子集合 • 假设存在一最小 
的（ / 使得7<以 / .由定义2,22, C /不 是一极限序数、若则 
y » o 这时，我们已完成了证明 • 若不然， 

C <& 且所以有一最小的序数 cT < a 存在，使得 
由定义 2.21, (5 是一后继序数，这样(5<«,且 〆 ，<)<V 
+ 最后取最小的以，使得 V < a、d + V , 再次， 

+ 1 且 ?!<〆 ， 因此《、(5+1<7<《4 + ^1 / ，由此可知>^以，(5+巧， 
例2,5 /3*1■少（0+1>_少0 + 8。0 + /3=存， 

例2«6 心 （1 十 1 ) =浮 • 1 + + 卢， 

特别地+ <»• 

例 2. 7 3*(2 + 2 +谷■卢 + 3 + 3* 

例 2*8 

= 卢+泠，3 +存十芦*…}* 

例 2.9 1 * a ^ a m 

例2,10 2.®= U {2*«|-«6®>- o . 

例 2.” 吨 炉峰 j 3, •这4 ㈣ …. 

例 2.12 r - U ^ fl i «€«}, 特别地， 

2**= o , ，…, 

并且 

雄 LM 12 ^ I w £ 仿 } • 

§9良序关系与良序集合 

定义 2.23 令及为集合 s 上的一关系，如果况具有性质 

(1) 对于任意给定的 ySs , 下述三个命题 

%Ry^ x_jy ， yRx 
中恰有一个成立（丑在 s 上有三歧性）； 

(2) 对于任意给定的 *0, : y€s 和名 €心都有 
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xRyA yRz — > xRz 
成立（衣在 s 上是传递的)； 

则称丑 为集合 s 上的浅 序关系 （或全 序关系 h 如果 s 上的线序关 
系 i ? 还具有性质： 

(3) 对于 s 的任意的不空子集合《，都有 

V y^. u{~]yRx) 

成立. 则称 i ? 为 s 上的良序关系•有时，也称满足上式的那个1为 
u 中关系丑的首元素* 

由定义123,任一有穷集合，我们都可以排成一良序集合;任 
意的序数《也都是可以由关系 e 所良序的.为了理解良序关系与 
良序集合的概念_我们列举一些良序集合的例子，为了直观 a 明， 
在下述例子中列出一些序列，以序列先后的次序表示元素间的关 

系. 

例 2.13 序列 

0，2，4，6， … （2.44) 

是由偶数集合按从小到大的自然次序所组成 * 不难验证式(2, 44 > 
是良序的_ 

例 2*14 序列 

0, 2, 4, 6, 8 . ，： L , 3，5, 7, 9, . C 2.45) 

是由自然数集合®按如上次序给出的线序集合，不难验证，上述 
序列是良序的 • 

当我们把例 2 d 4 的关系记做 i ? 时，由式〔2, 45 ),显然有 
0R2. 0 i ?4, 0/?6, 4那，4他， SRI, 8 i ?3, 5/29等命题成立，并 
且 3 i ?4, 5 i 28, 9 i ?3 等命题都不成立. 

定义 2,24对于任一集合 s ， 如果丑是 s 上的一良序关系（即 
fid R = s )， 则称集合 s 是由关系/?所良序的•有时也称 < s ， i ?> 为一 
良序结构•对于任意一集合 s ， 如果有一关系丑，使得 s 是由 i ? 所 
良序的，就称集合$是可良序的，或称 s 是良序的* 

注意 I 任一良序集合的任一子集合都是良序的 • 

定义 2.25 对于集合 ^上任一良序关系尺，和任- iSs ， 我们 





称集合 

为及的前节或关系 及的怎 前节，并记做 

由上所述，任意的序数3是由关系€所良序的传递集合，反 
之，任一传递集合 s ， 如果 S 是由关系6所良序的，则 s 就是一序 

数. 

定义2,26对于良序集合 5 与《 (不妨偁定它们的良序分别 
为瓦与丑 2 )和一函数/: 卜 u ， 如果对于任意的》，： ySs ， 都有 

xR iy ^f(%)R 2 f(y) 

成立，则称函数/是保序的. 

今后，当我们已指出集合 s 为良序集合,在不致引起误解时， 
常用符号<表示 s 上的良序关系 • 

定义2_27 —个保序的双射/,如果它从一个良序集合映射 
到另一良序集合的一前节，则称/是一个好的映射* 

定义 2.28 假定 s 为一良序集合，并且: Tcs , 令 Su P r 为 s 上 r 
的首元素，特别地 Sup 0 为 s 的首元素， 

由定义 2. 28,显然 （ Sups ) •因此，一般地 Sups 是不定义 
的•有时，为了某种目的，我们令 Sups 为 s 之外的一特定元素， 
并定义 

Si — su {Sups }， 

V%6«Sups } • 

这样，我们就有&为5的一良序延拓 • 

定理2,47如果集合 S 与# 都是良序的，那么 * 

( 1 ) 存在唯一的保序函数/,使得/是由 5 映射到《的一前 
节，亦即有使得 

/ • s~^u 

ran /— 或者 

(2) 存在唯一的保序函数使得《是由《映射到 5 的一 
'前节，亦即有: y € s ， 使得 

客 I " 一 ^ 



也就是说， 良 序集合 $ 与 w 之间存在一个好的映射* 

证明我们分下述六步来完成本定理的证明《 

<1) 如果 /是一 好的映射，并且 /: si , 则对 于每一 A 我 
们必须有， 

f ( x )= Snp { f ( y )\ y < x }^ (2.46) 

因为/是保序的，如果则有 

/(，></(、)， 

所以，令<«5!^{/(>0 丨少 0} 时，必有 f ( x ) X , 假定 /<， v>X 成 
立•那么丨必须在/的值域之中，因为这一值域是一前节，又因为/ 
的保序性，就必有某一: y <〜 使得〗 = /< y > •而这矛盾于/的定义， 
所以我们有式(2,46〉成立•对于时，上述结果是类似的，这 
里从略， 

(2) 我们注意到，对于任意的良序集合5与《,至多有一 
个由$到《的好的映射•因为，假定有两个这样的映射/与并且 
对于 s 的某一元素 x ， 使得 /(«)# Wa ?) ■令 

C 是一不空集合，因此，由良序的定义, C 中有关于<的首元素屯 
f ( a )=^= hia ) 9 然而，对于任 一 若则/(幻 ；/ K 幻，这样 
就有 

/(a)«Sup{/( 为） [x<a/\x€s\ 

— Sup{/»(^) \x<^a/\% € 5} 

从而形成矛盾，因而欲证结果 成立. 

(3) 假定且/是一好的映射， S 是 s 的一前节， 
即有一方。€5， B - { y \ y < x ^ Ay ^ s } 9 令办 =/ fB , 这时 A 是一好 
的映射，因为 A 是保序的，令若有 2< A 00, 因为/是 
好的映射，所以有一 y ， 使得 /( y )=^ •并且因为: yO , 所以 ; y 6杉， 
因此是从 s 的一前节 s 到坏的一好的映射 • 

(4 ) 令 



八肴一好的映射尽，使得氏映射到 m }， 

其中艮是 s 中 x 的前节，亦即 

对于任意的％如杲 y < x , 且/是从 B x 到林的一好 
的映射，令巧〜 A « yra , 办仍然是一好的映射•因此， e 是一前 

节* 

(5) 对于 x € c , 令八为从及的那个唯一的好的映射•显 
然，当时，有 / x (2>»*/ jrOO 对于每 iSc ， 都有 /(~)= 
fx <. X ) 如果;且％<少，则 

J { X )^ fAx )^ fix )< / y (^> —/( y >« 

这样， / 是保序的、 

如果 t < f ( x } 9 那么 z </, U )， 这样，就有一 y ， y<x 
且卜/,(夕 ） a /,( y )=/(： v ), 因此，/是一好的映射 • 

(6) 对于上述定义的 e ， 如果由上述论证我们已证 
明了定理•如果令卜 Sup C ， 且令 

e f = ran(/T c )， 

如果那么/的逆映射/<是从《双射到 s 的前节的一保序映 
射. 

如果 〆 ¥=«,令 h = Sup 夕且如果令 

fit ) = t i9 

因为纟义《,这时，容易看到，我们已经延拓/为昃双射到《的一 
前节的映射，并且，这与 c 的假设形成一矛盾，由之，定理 
得证 • 

定理 2.48 如果且并且/与《是好的映射，则 
«— ran /, ran 尽并且/与 君互为 逆的， BP /= g * l « 

证明由题设， f：s^u 9 /是一好的映射 ， $B = ra ■: n /， 显然 
Ban, 这样令办是由 B 到 s 的一好的映射，故办=/-_•但 
这时，已有 ran /—■$* 又因为 A 是一对 一* 的•所以，召故君 = 

r , 

定义 2. 29如果 Csw Ki >, < s 2 , 昃 2 >为两个良序结构•并且有 



一函数 /:&4 S Z ， /为一好的映射，则称函数/是结构 
< s „ 见>与 < s 2> 及 2 >之间的同构缺射，此时也简称 s 】 与&是同构 
的，并记做 Tso ( Sl ，勿及，及 2 )•当私,艽 2 分别为集合 s 〖， s 2 的自然 
次序，并且不致引起误解时，也可简写作150(5,，^〉. 

当 /: Si — S 2 是 Si 与 幻之间 的一同构时，显然有 /—: S ，— &也是 
它们之间的一同构映射* 

定理 2.49 对于任一良序结构 < s ，/?>, 都有唯一的序数 ffi 
得 Cs ， 与 < a , 是同构的，亦即有 Iso ( s ，0!， 及，€ )• 

证明 我们作一序数值函数/如下： 

(]) domf=^Si 
(2) 对1任一令 

f{^) — Su.pif{y) 1 yRx/\y^.s}^ 

由此，当为 s 中及 的首元素时，就有 / U ) = (K —般地， 
对于任意的由/的定义及丑良序 s 这一基本性质，集合 /(W 
是传递的和 S 连接的，因此， / U ) 是一序数•由替换原则， mn / 是 
一集合 ， 同理它也是传递的和 S 连接的，因此， ran/ 是一序数，令 
c ^ ran / ♦我们证明函数是保序的，因为对于任意的 A 苦 

# y ， 则 W ? y ， 或不失一般性，不妨假定这样， 

由/的定义就有 

综上，函数是双射的和保序的并且《的唯一性是显然 
的，这就完成了欲证结果 • 

不难验证，由例 2.13 给出的良序集合与序数 O 同构，由例 2.14 
给出的良序集合与序数〜2同构 • 

例2_15序列2，4，6, 8,……1，3,5,7,……，0所决定的 
集合也是一良序集合，并且可验证它与序数 ㈤ 0+1同构_ 

序列1，3,5,7,…… ， 2,4,6， S …… 也与序数如2同构，由此可 
见，不间的良序集合可以与同一序数同构* 

注记 2*7 早在一百一十年前，康托尔曾经把序数定义作良序 
集合的序型，什么是序型呢？从现在来着，这一概念是不清楚的_ 
粗略地说，任意两个同型的良序集合郞是间构的.同型的良序集 







合的代表可以取作与它们同构的那个序数。弄淸了那个序数，从 
同构的意义上讲，也就弄清了与它同构的一切良序 集合. 每一良 
序集合都有一个序数与它同构 V 这样，就把良序集合的研究转换 
为对序数的研究了，因此从数学发展上看，良序的柢念遙极其重 
要的，因此，从一个方面说明了序数的研究是极其重要的_ 

习題 

2 A 证明1丢3,即0 + 手0 + *、 

2 . 2 证明2丢夂即 尹 0 +++ ， 

2,3判断 {3 ，5, Q 是否是传速集合. 

2.4 判断 U {3,5,6 V 是否是传递集合* 

2.5 如果集合 ^ 的每一元索邡是传速集合。试证明广义交集合 
也是_个传递集合 ♦ 

2. G 如果 U (: v + 试证明是一传追集合 •• 
v .7 当《是非零序数时，证明 a 是一极限序数当1仅当 U « 二 
证明 I 对于任意的序数\都有 
2.9 证明：若 a 和/3是序数，_1卢0, W » Jj 3< [) a t 
2 . 10 证明： 如果类 CdOn , 则类(:具有€三歧性 • 

2.11 设 A 0为任意的两个序数，函数/是 < a ,€> 与<沒，£>之间 
0—同构映射，试 证明 ： a = 0， iL / 为一恒等禹数，即对于 
任一;\;£«，都有 f { x)n 
2.12 令 

K j = {方1 suer ( A ；)}*， 

AT U = {.vllimC^)},. 

试 证明； Kig / Cu 对 € 而言都是良序的， 



第三章基数 


§1可数序数 

定义 5_1 对于任意的序数心如果存在 o 与《之间的双射函 
数，即 a 与是一一对应的， 则称 《是一 可数无穷序教 (简 称可败 

序 数). 

由定义 3,1， 对于任意的对6叫都有0>+«是可数的 ，并且 
也是可数的，例如 ，令 

fk ， n — 2k $ 
fin ) ^ j 

+ A , n^2k^l 9 


它的值依次是 

0, fl>, 1， + 2, o + 2, .• 

因此有 dom / ran /=© 

对于任一自然数 f «， 序数 ® •价是 可数的 • 因为对于任一自然 
数料，都可唯一地确定自然 数“办 使 rj 

n ^ m*i + j 并且 (3.1) 

成立 • 

对于满足式 (3*1) 的自然数纟，入令 

/(«) = («”♦> + i f 

不难验证/是一对一的，并且 dom/=o>，ran/=<D，w， 也就是 
说，序数是可数的•为了醒 H， 我们取 w 为10•这的 W10 的元 
素依次 《J 排为（先由上至下排第1列，然后，由上至下排第2列， 
等等) • 




0， 

1, 

2， 

3, 

w w m w 

G ), 

o + l . 

©+2, 

料3, 

• 

(©•2)， 

(仞 .2) 十 1, 

(©•2) + 2， 

(©•2) +3， 


0*3)， 

_ 

« 

(^>•3) + 1, 

矚 

备 

+ 2, 

• 

(©•3)+3, 

♦ 


♦ 

• 

(<»*9) + 1，彳 

• 

♦ 

(©•0) + 2, I 

♦ 

• 

( g >*9) + 3, 



(3,2) 


例如， /( D ) — O t /( l ) = o t /(2) = ©-2, /(3)—/(9) = 
©•9，/(10) = 1, /(11) = ® + 1，/(12)=( o ^2) + 1, /(19)-( fi )* 
9)+1, /(28> = ( o )4) +2，等等 • 

fi 然， / 是一对一的，并且 dom/=®，ran/= 力，10•所以，序 
数 o，：lO 是可数的* 

定理 3.1 序数是可数的* 

证明我们仅需给出® 与心的 一个双射函数•我们可按下述 
形式排序 ® 2 即价 o 的元素 • 


0 1 2 3 

G ) o+l 0 + 2 © + 3 

eo*2 (®*2) + 1 〔 ©*2) + 2 (®.2) + 3 

©•3 (o»3) + 1 (0.3) + 2 (©*3) + 3 

(< d * 4 ) + 1 {<0*4) + 2 (©*4) + 3 

■ ♦ • ■ 

» 琴 • # 

♦ • • * 

< o *») + 1 ( cd *«) + 2 (©♦«) + 3 



可以看出，式 （3.3) 恰好枚举了的元素•我们可以把式 
(3d> 的形式改写为 
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<0,0>, 

<0,1> 

<0,2>, 

<1,0>， 

<1，1) 

<1，2>, 

<2,0>， 

<2，1> 

<2,2>， 

<3,0>， 

<3,1> 

<3,2>， 

<4,0>， 

■ 

♦ 

<4，1> 

■ 

<4,2>， 

警 

舍 

令 

< w ，0>. 

<«，1>， 

〈邦 ，2>， 


i : i 

I \ I 


<0,3>,. 、 

…… 

<2,3>， . 

<3,3>，…… 

<4,3>, .• (3.4) 

■ 

9 

♦ 

< w，3>，. 


显然，对于式 (3*4) 中的有序对 < i ， y > 恰好对 S 于式 （3. S ) 中 
的序数 W )+；， 并且反之，式 (3.3) 中的任一序数(©_/)+；;’， 
都恰好对应于 (3*4) 中的有序对</，〗>•这就是说，式 (3.3) 中的序 
数与式 (3.4) 中的自然数有序对是一一对应的 • 而式 (3.4) 恰好枚 
举了 © Xfi ) 中的所有元素■不难验证，函数 


是0><：0) 与 0) 的一双 射函数•从而有 W 与 6) 的双 射函数.这就完成了 ^ 
是可数序数的证明 • 

定理 3*2 序数 ® 3 是可数的. 

证明式（3.3> 已枚举了 W 的所有元素，可以把它看作在第 
一层平面上的枚举*现在对于任一我们有在第 々层平 面上枚 
举序数集合 

s 产 {a …是一序数且 + 1} (3.5) 

如下* 
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仞 ! • 為， 

(oy ? *k) + 1, 

(a-A) + 2, ••. 

o z *k + fi>, 

(6) 2 ^ +©) +1, 

(G> 2 ，^ + 0) +2, … 

^•k - 0)*2* 

(co 2 -k f + 1, 

(® 2 • 為 +<s>*2)+2, … 


4-0*3) + 1, 

+ 2， — 

G) 2 •為 + <D • 4, 

» 

(0) 2 *k + CD* 4) + 1, 

* 

(® 2 ， A+ 叫 ） +2， … 

» 

d) z ^k + 6>*», 

♦ 

^0*n) +1 ， 

琴 

(Q> 2 .A+«•«) + 2，… 


.(3.6) 


式 （3.6) 恰好枚举了由式 （3.5) 所定义的序数集合并且 
不难看出式 （3,6) 中的元都可写作形式+ 

j ， 其中心 i，i 为自然数.这样，我们有办与。的一双射函数，亦 
即对于每一自然数都是可数的•我们可以把 6) 分解为可数个两 
两不交的可数集合 • 由此我们获得序数^是可 数的. 

使用定理 3*1 的证明方法，我们可以证明，对于任意的自然数 
«，若 w 为可数序数，则为可数序数•从而，由数学归纳法，我 
们可得下述定理* 

定理 3,5对于任意的自然数《,序数是可数的* 

定理 3.4 序数 ，是可数的， 

证明 我们令 

T 

T k — i<x\o) k <ia<^G > k ^\ 9 

对于每一个自然数 A,r* 是可数的•这些序数集合 h 是两两不 
交的(即若 A,_A- 2 , 则 7\n7\ = 0>， 并且有 M 二 U7V 注意到可 

把仿分解为可数个两两不交的可数集合，由此，我们就获得了欲 
证 结果. 

上述两条定理的证明中都用到“把 ® 分解为可数个两两不交的 
可数集合” •这一结论已暗含在定理 3.1 的证明中•在那里我们给出 
的 E 对函数/的值相应于式 (3d) 就得到了* 


• «5 ■ 




0, 2 ， 5 ， 9 ， 14 ， .\ 

1， 4 ， I 13， …… 

3，7， 12, …… 

6 ， 11，…… • C3.7) 

10 ，..… ! 


式 （L7) 是按斜行逐一枚举®的元，每一横行组成一可数集 
合，恰有可数个横行，它们都是两两不交的 • 这样，我 K1 就获得 
了欲证结果 • 

定理 3.S 若 A 为可数序数，则 + ad 与V都是可数序 

数. 

证明 a +/5显然是可数的•对于假定3是使得心|3不可数的 
最小的序数，这时若 )3 为一后继序数•即有V,使得 0=V+1， 这时 
a *^=^ a-y 显然与《可数 • 因此可数，从而获得 a-3 
可数•若 i3 为一极限序数•并且心是 J3 的所有元素（因为3可数)•这 
样，八外•因为由假定可数.仿定理 
3,1的证明过程，可得可数，这就完成了可数的证明 •《 〃与 
a •爲的证明过程相类似，这里从略. 

定义 3*2 令入 d = i »， 人*+1= 价 1 %且 U 

定理 3,6序数 L 与 k 都是可数的 ♦ 

证明 由定理并使用数学归纳法苛得到对于每一自然数 
w， 序数 k 是可数的*而 X& 可数序数的可数并，仿定理 3.1 的证 
明，X是可数的. 

可数序数是能够极端复杂的，甚至是几乎难以想像的•然而， 
我们将要看到在一定意义下它们仍然是很小的 • 

§2 基数的定义 

定义 3,3对于任意的序数 a, 坎 如果存在一对一的函数 /， 
使得 /:«— 扎则记做符号3<瓦 

, 06 • 








定义 5.4 对于任意的序数《， iS , g 果不存在 a 与々的双射函 
数/,则称《与爲是 不等势 并记做 S 丢^令 

例 U 若则完<5， S 2 <®. 

定 义3_5设《为一序数，如号 它声 足条件 

时，则称序数《为 一基数 (即开始序数)•并称基数所对应的序数的 
次序为基数的 自然次序* 

由定义3_5,立刻有下述两条定理成立 • 

定理 3,7任一自然数叫 # 是一基数* 

定理 3*8 序数 ©是 一基数 • 

有时，当 ® 作为基数时，就记为 

例 3.2 0) + 1， 心2, 0)-3, a ; 2 , K 都不是基数_因为，它们 

都是与& 一一对 应的， 


§3基数叫 

定义 3,6令 <0 i = {«] On ( cr ) 八 §<舌} • 

为了证明序 数类％ 是一基数，我们需要引进一些槪念，建立 
一些定理* 

若尺为内的任一良序关系，则丑•由良序关系的定义 
和子集合分离原则，可以获得尺为一集合 • 

定 XL 7 令 

M - { i ? li ? 是①内一良序关系}， (3*8> 

由式 （3,8), 可以看出* Md .^> ( ci ) Xffl ) # 亦即我们有 
(多 ㈤X ©)).因此，使用子集合分离原则，就获得 M 为一 

集合 • 

定理 5. 9存在一类函数心使得对于任一及， ReM , 都有 

证明首先，定义一类函数 / K 如下，对于任一丑令 
( 1 ) dom fa — ran 



(2 ) 

由穴为良序关系， KraiLft 时/ 〆 ％>总是一 序数. ran " 是 
—序数集合并且是传递的，因而也是一序数 •并且 nm /^是 由况唯 
一确定的一个可数序数，或有穷序数.其次 

C 3) domF = M , 

(4) 并且对于任意的尺€胍，有 

F (^) — can / R « 

由/?的性质， 穴 / O 总是可数的或有穷的序数，即 F (及） 

定理 3.10 对于任意的 ae 切,，都有 一 使得 F ( ZO 二 
«•其中 F 是定理 3.9 中引进的类函数， 

证明 因为《6化，即换言之， a 是有穷的，或者是可 
数的序数•仅需讨论后一种 情况. 《为一可数序数，即有一双射函 
数之 c ， 亦即，对于任一,36心都有一自然数《，使得 
我们定义 o 上一关系对于任意的％1,沿€ 乂令 

由 a 的三歧性获得 i ? 有三歧性，由《的传递性获得及的传递件•， 
因为 a 的任一不空子集合都有最小元，所以 ，及在 的任一不空子集 
合上也有极小元，这样，•并旦显然有 

定理 3.11 叫是一集合， 

证明 因为由定理3*10，我们有 AsraaF ， 并且因为 M 是 
一集合，且 domF = M •由替换原则，获得了欲证结果* 

定理 3*12 叫是 一基数 • 

证明 首先，证明 叫是一 序数， 由于％ 是序数的一集合•我 
们仅需 证明〜 为此，只需 证明〜 是传递的并且无最大 

元《 

( l > w 是传递的：对于任意的 A y ， 若且><叫，因 
为： y 是-序数•所以 V 也是一序数，且％这样 ， EP 

( 2 ) 奶无最大元，假定不然，设^5叫，为®1的最大元•这 
样，•但是，由此可得 H 5并且 C<a + 1 •这就与 cr 为匙的 



最大元相矛盾* 

其次，我们来 证明％ 满足定义 S, 5•假定不然，即叫是一可数 
序数，即 S , ,由定义 3*6, 就有叫 S 叫•这与定理 U2S 相矛盾 • 
所以，叫是基数* 


§4大干❿的基数 


定义 3.8 对于任意的序数《，令 

〜 + i ， |On(j3)A^:/5,h 
并且当? I 为极限序数时，令 

^<A 

定理 3.13 对于任意给定的一序数\〜是一 基数， 

证明当《为^继序数时，即有序数 P 使得《=/3 + 1 •此时，我 
们假定％为一基数_使用定义3_8并且 仿叫为 一基数的证明方法， 
可获得为一基数_这样，我们不仅要证明<^ + 1 是一集合，而 
且还要证明它是一开始序数•首先，令 i ? 为内的一良序关系•由 
此， dom 尺是一集合•我们可以做一函数/«使得 
< 1 ) dom /« = ran ^, 

(2) 对于任一:令 

/«(^)— sup{/ R <y>l^i?A ： Ay€^^>. 

由 T 穴为一良序关系，当八(欠）为 
一序数 • 并且 ran /« 是由及唯一确定的型序数^ (即屯€&并且 
是一序数>* 

其次，令 

M = 是…内 的一良序关系 }• 

并且由于和良序关系的性质，使用子集合分离 
原则，可获得於是一集合•做一函数 F ， 使得 
( 1 ) domF — ikT f 
(2) 对于任意的 i ? eM , 有 

F(2?) —ran/s, BP<i?, ran/j?>6F. 

这样，对于任 一 都是似〃型的一序数，即 
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•由此，仿叫的证法可得欲证结果 • 

当^为一极限序数时，假定对于所有的序数都是已确 
定的基数•并且我们已经有： 

这时，我们令 


^ U 
&<« 

=U {%#<«}• 

显然， 〜是 一序数•因为对于任一序数 V<A , 有序数扎使 
得八爲<»•因此? 并早有 A 使得 

^<C3i ， x * 

因此，有? <5 tf 这就完成了 a 是一基数的 证明* 

综上，并使用超穷归纳法，就完成了欲证结果 • 

对于基数今后在 它与其它序数^相比较时，我们直接写 
做或叱<|或|<〜，而不再写做 S a . 这样，对于任一序 
数《，都有 基数〜 •由定理％12,我们直接获得叫<%.这里小于 
关系<是基数的小于关系，并且，一般地说，对于任意的序数 
P , 当 a<3 时，都有〜 Oo 这样，由序数的线序性就直接获得了 
基数的线序性 • 因此，我们可以把所有的无穷基数按从小到大的 
次序排列为 

在文献中，也常常把(％ 9 )写为， 

心， 汶 2，妗…， . ,妗” . *(3.10) 

亦即•其中《读做阿列夫 • 我们常常用 K 或匕，心等表示 
基数. 

注记3,1对于任意的序数 a, )3,都有 


成立 • 










§5 基数的三技性 


由定义 3*5, 我们知道，一基数是满足特定性质的序数•这一 
性质就是按一一对应的标准对序数进行分类时，各类中那个最小 
的序数作为代表，就称为基数，或者说，开始序数就是基数•以 
与为例，叫是最小的无穷序数，叫是第一个不可数的序数•在 
它们之间还存在着无穷多个序数.这就是®+1，0 + 2,…… -©*2, 
……， o *®, ……，©%……等等•并且任一序数都是由小于它的 
所有序数所组成，特別地叫是由所有的有穷序数和所有可数序数 
所组成•对于任意的两个基数心与… + 1 也有类似的情况•这样，由 
序数的三歧性，表面上看自然也有基数的三歧性了 • 但是，应当 
注意，基数的三歧性与序数的三歧性含义是不同的.作为序数的 
小于关系<是由6定义的，亦即等价于3•而作为基数的 
小于关系<是使用了存在内射函数而又不存在双射函数定义的， 
也就是说：等价于1<6八1蛑 S 2 ， 其中是说存在单 
射函数/€逆 x ? c 2 ) 使得 /: k ,— k 2 . I 爹艾 2 是说，不存在双射 
函数代淡 U , XX 2 ), 使得基数的三歧性可以依据定理 
3.12 与 3*13 直接获得•这就是下述 定理： 

定理 3*14 対于任意的基数1与心， 我们有 

K[<«2, k 2 <k, 

三式中恰好一个成立 • 

从式 （ S .9) 来看，对于任意的两个基数《,与《 2 而言，部有序 
数^与久使得 . 

成立，这样由序数 a 与0的三歧性就决定了相应的基数〜与亦即 
1与《 2 的三歧性了 • 


§ S 共尾性 

定义 3.9 —函数/, 如果它 同时满足下述三条件 
( 1 ) dom / eOn ， 即/的定义域为某一序数， 






(2) ran / COn ， 即 / 取序数值， 

(3) V «6 dom / V /3 Gdom /(«<^-/( cr )</( jS )) 时，则称 
/为一严格单调递增的序数函数，并记做 Smo (/). 

定义 3.10 对于任意的序数《与 & 如果并且存在一个 
由月到《的严格单调递增的序数函数/，使得《的每一元都小于或等 
于 ran / 中的某一元，则称序数《 是共尾 于序数 P 的，并记做 
cof ( a ^)* 

例 3.3 若，即《是一后继序数，则 cof ( c , l ) •因为 l < a , 
觅设并且令/(0)=^显然/满足定义 3 d 的条件 （1) —(3) 
和定义 L 10 的条件 • 

从例看出，任一序数都有《共尾于1，这样看共 
尾的概念对后继序数是没有什么意义的.因此，有些学者在讨论 
共尾概念时仅考虑极限序数•我们认 为虽然 对后继序数不会有什 
么有趣的结果，但定义广一些，然后将重点再集中于极限序数， 
这样，对两大类序数的理解是冇益的 • 

例 3.4 cof ( o .2 ，似） •因为令函数/满足且对于任 
一 G >, + n •这时， Tan /= {© + ,因此，才】 

ran / COn •并且有 Smo (/) 成立，定义 3 .10的条件也是满足的. 

例 3.5 cofd ,®), 此时，取函数/为 
(1 ) dom /=®， 

(2) 对于每一《€®， fin )— 

不难验证，/满足共尾的条件. 

例 5. 6 nof (0,0) 并且 cof ( a ,0)~*^=：0， 

定理 3. 15若 cof ( a ，0)， 则~ 

证明假定^^⑷⑴見仏/^以即^是一极限序数^若“仏， 
有序使得•并且/是使《共馬于0的函数，令 
/(&) = &，这时由尺 n ， 有《办，且•因此应有 良 
使得 /( 匕）=« 2 •然而，这是不可能的〔因为且/是严格单 
调递増的） * 因此，不能有并且3不可能为0，这样，就 
有 pe / c ” 



另一方面，若是使序数《共尾于 S 的函数.这样，对 
于任一都还应当有且％<%，亦即《应当是一极限序 
数•这是因为对于应当有 Ae /3, 使得/(&)=%，由/的性质 
和卢 eK H ， 就应有氏€3，且3,<氏.这样，且 
/ Oi )</ (屯〉 •令 a 2 = /(/3 2 > •这就完成了定理的证明 * 

定理3,16对于任意的序数《，尺 II ，若 cof («，/3>， 则有 
—函数/， dorn / = 3，使得 

U (ran/) • (3.11) 

证明令/使序数《共尾于序数)3，由定义，就有 = 
并且对于任意的序数 A ， 我 们有： 

fit € 一 ^3 l </( 爲 2) 八爲2 G 爲，（有一 ^2) 

^►氏 € /( fti )/\/(3 z ) Gran /, 

€ ^3 A ^3 € ran /, (戸 a =/ (爲 2 )) 

一^卢 1 G U ( ran /) • 

由于氏的任意性，使用外延原则，欲证结果成立. 

这一定理告诉我们，对极限序数而言，《共尾于 S 的概念是， 
虽然 ,3< a ， 但是有一定义在0上的函数/，/的取值由下边逼近千 
a ， /的值域（即 ran /) 虽然可以是《的真子集合，但是它的并恰 
好就是 

定理 5,17对于任意的序数《，都有 cofW )， 亦即 cot 具有 
自反性质* 

证明 ♦卜\ < j 3 ,^>|@ea } ，此时 dom / = a ， 并且 /( 玲）=月， 
队 a ， 显然有欲证结果成立 • 

由定理3，17,对于任意的序数心都存在3，使得 co [ 〈 c ，3> 
成立 • 

定理 对于任意的序数我们有 

cof(«i,« 2 )AGof(a 2 ,«3)-*cof(«i,c 3 ), 

亦即 cof 具有传递性_ 

证明令/是使％共尾于％的函数，且 g 是使％共尾于 〜的 
函数，令/^/。尽•不难验证， A 是使共尾于 c a 的函数 • 
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定理 3.19 对于任意的序数《，我们有 

cGKn ^~*^ cof ( ^ a > # 

证明令 

卜 { • 

不难验证，/是使序数共尾于序数 a 的函数 • 

定理夂20若集合 scion ， 则有一序数 a 和一个一对一的函 
数/，使得 dom /= c ， ran / = 5,且对于任意的序数 A , a 2 ga , 都 
有 

a ^ a 2 <^ /(«!>€ /( c 2 ). (3_12) 

证明对于任意 Pes , 令 

容 (0) = Sup { g(Pi)\Pi<^AP>.€s ) • 

由于 s 具有三歧性， g ⑻ 为一序数并且 rang 也是一序数 • 
令/^客^且 a =rar^， 这时有 dom/=a， 并且式 (S.12) 成立， 
定理 3.21 对于任意的序数《，3，如果并且存在一函 
数/ : 满足条件 4 对于任意的 Ae «， 都有使得％< 

/(&>, ㈣有一序数 J3 fl £ 妒， ct 共尾于知•即有 coi(a， 屯)成立•形式 
地，就是 

V ^ Vi 3(3^« A 3/( dom / = ^ Aran/<^c 
证明如果令 

{ 札 IA €办八V 屯€ /( 屯 > </( 氏> > } ， 

则 SCIJ 3 •由定理3,20，有一序数^和定义在禹上的一个一对 
一的函数心使得对于任意的序数 A ， A €3。都有 

月1 €月2—〉€ g (^2). 

令 h = f ， g ， 因此 ， h : i 3 o -«, 为了证明 A 是严格单调递増 
的，我们注意到，若^<札<‘则有至 03 J < 灿), A (札） €«, 
且《氏>€〜由 s 的定义，可获得 

儿辦 ))</(〆&)>• 

亦即 Wi 3 i )< M 0 2 ) •因此，办是严格单调递增的. 

另一方面，因为由题设，爲 (/( 屯）>巧〉成立_ 



这就获得有满足这一条件的最小的序数因为 戌€ 〜 并且还有 

3^2 £ 0n ( ^(^2 > — 01 ), 

而且 — f (, — /(3 i 

所以， 《 共尾于 A . _ 

定理夂22对于任意的序数《， 3, 如果并且则存 
在一序数/3。€々1使_得。0咐，仏）成立 • 

证明如果3=^则存在一个一对一的函数/，使得 
dom/ = ^, ran/— ^ 并且这样就有对于任一 A € ct ， 有玲乂 0 使得 
/( 艮由此，使用定理 3_21 就有使得 cof(a, 队）成立 • 
定理3,23 对于任意的序数 a, 足.如果氏 <床且 
cof(«, 戌)， 4fcof(« ， fe) 成立肩有一 序数心 €成 + 使得 cof ( i 3 2 , j 3 0 ) 
成立. 

证明由前提，存严格单调递增的函数八 T 使得 

氏 —a 且 （之 (3 3 )> A ), (3.13> 

且 Va 2 e « 彐扎 €札< (3.14) 

特别地，若扎<札, mgi ^ x ^ 并且，这样有 feGi 使得 
成立.因此，存在着这样的 最小禹 _ 

如果令为使得 f ㈤ 成立的最小的 ft (其中 
队 6]8 t >, 则 F 为^到的函数,我们希望证明 V 氏60 2 3]80, 
( F (屯 >>&) 成立•为了这一目的，我们注意到如果凡€氏，则 
/ 〈札) <«•所以，存在木 e 氏使得 〆 足)>/(札)•因为/是严格单调 
递增的，如果&€札,则/(&></(&)< 〆 &)•这样，那个最小 
的序数氏，对于 /( 氏）是大于或等于 A •这就是1 F (^ e ) 
为使得成立的最小的序数氏•由定理 3.21 荻得 
有札 ec 使得 cof (氏，3 0 )成立. 

定义 m 对于任意的序数 A 使得 cof (心扪 成立的最小的 
序数3叫做《 的共尾性的特征数，并记做八 
引理 5*24 对于任意的序数我们有 

( 1 ) cf ⑷切, 

C 2 ) cf(^ + 1) = 1, 



⑴ cofdcf ⑷） • 

由定义3.11，此引理是显然的，证明从略 • 

例 3*7 cf (0) = 0, cf((ii) — o 9 ci(o>*2) : =cj 9 
定理 夂25对于任一序数 《， d(a) 是…基数. 

证明假定为了证明 P 是基数，我们仅需证明对于 
任意的序数若 I 则有/3<艮成立•假定不然 ，即士 <0,由 
定理 Sd 2, 有序数使得 nof ( H ) 成立•但由此就获得了 j 3 
•这就获得了一个矛盾•这就完成了欲证结果. 

§7正则基数与奇异基败 

定义 3*12 令 

Car= { co a tflr^On } 

Ca = ouCar , 

不难证明， Car , Ca 都是真类，并且 On ^ UCa * 

定理 3. 26 V «(« eCar ^ cf < cr ) eCar ) # 

证明因为若 《 GCar , 则 《€ A ： n ， 又因为 r 0 f ( a ， C f ( a )) 成立 • 
由定理3,15，获得•这样，•并且由定理3.25, 
获得了 riWeC&r. 

定理 3. 27 «6 K n ^ cf ( a ) = cf ( «.)• 

征明因为 aGKn ， 由定理3，19，有 cofd ， c 0 成立•即 N » 
共尾于又因为》共尾于 cl ( a ), 由定理3*〗8从而获得《«共尾于 
cf <«) .所以，我们有 

cf( «.)<cf(a). (3,15> 

另一方面，共于6(妗„)，且妗 《 共尾于 cf ( a ) 由定理 3.23, 
就有一序数 3< cf ( D 使得 C of < d ( a )， j 3 > 成立•但是 a 共尾于 
ct («), 这样就获得 a 共尾于,3•因此我们有 

cf ( cr )< i 3< cf ( (3.16) 

由式 (3.15) 与(3.16)，定理3,27证毕, 

定义 3. 13对于任意的无穷基数 L 如果 = K ，则称《为 
正則基数♦如果 Cf ( K )< K , 则称 k 为奇异基败 • 
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例 3*8 是一奇异基数 •因为 共尾于⑦，并且 = 
©<狄。•事实上，«.. 2 ,找~ 4 ,妗，等等都是奇异基数•因 
为，•因此，为一正则基数 • 

定理 L 28 » t 为一正则基数 • 

证明 假定⑷是一奇异基数，也就是，假定 nfdXK, 
因为，有 cof 〈妗 ！， d (汶丨 ）） 成立 • 又因为 cf (妗 ，）eCar， 所以， 
cf (妗■这样，有一个一对一的单调递增的函数/,使得 

/： «o ― >Ki, C3.17) 

且 

K | ― Oran /# (3*18) 

由于，对于 任一〜 部有 /(«)< i ^, 所以， f ⑻是一 
可数序数，即••这样，我 ^^ Unm/ 为可数个至多可数 
序数的并，并且总有使彳#7^。)=妓❶，所以，我们有 
Ur 9 n / =妗。■这与式 (3.18) 相矛盾，因此，不能是奇异基 
数•从而获得了定理 3.2S 的证明 • 

注记3,2除了心外，还有 IH 则基数呵？在第五章，我 
们将要证明，对于任意的都是正则的•若 
共尾于《，因此，有成立•由于我们已有《<狄，，并且 
当《<找《时•狄 。 是奇异的，是否有使得《=8«成立呢？若有 
这样的它是奇异的呢？还是正则的呢？后者要求 《= cf ( a 〉 
成立 • 


§8弱不可达基数 


定理 3.29 若 s 为一不空集合，并且令 

f ： s — >Ca ， 

则 U ran / 是一基数 • 

证明由 s 是一集合，据替换原则， ran / 是一集今•并且是一 
序数集合•这样， Uran / 是序数•令 ^= Uran /， 就有 If 3 •我们 
希望去证明3=吾•若不然，即^</3•则有一： vSs , 使得？</< W 
且 / U )€ ran / •因此 / U )</3 ，并且又因为 / U )€ Ca ， 所以， 
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/<o= 7 rr><;§ • 这就产生了一个 矛盾： ； </u) 与 /( 幻同时 
成立 • 因此，获得了欲证结果成立， 

定理 3 * 30若 s 为一不空集合，并且令 

/:s — >Cft, 

且有 一 使得 /( 力为无 穷基数 • 即 /U>SCw 则 tlran / 为一 
无穷基数，即 

Dian/ GCar. 

证明由定理 3 . 29， Uran/€Ciir , 并且对于 • 由题设 , 
fix ) GCarfi/(i»X U ran/ • 欲证结果成立， 

定理 3 * 51 存在一序数 a , 使得 

成立 • 

证明现在我们定义一函数心使得 

A：<&-^Car 


且 W 0)-« o , 

+ 1 > = ^ h(ay (wG ®) 

成立•由定理3 • 30，我们有 UianAGCar * 因此，有 a € On ， 使得 
^ a = U ranA 并且« «•假定 a < 扶 a •因此，就存在《€ 山 

由注记3*1，就有 




这一矛盾，说明了戊 

定义 H 4 一基数如果且是正则的（即 cf 
(^ a )=^，) 9 则称是弱不 可达的 • 

注记3_3是否存在弱不可达基数呢？这是一个尚未解决的 
问题•也就是说如像定理 m 中的序数 a , 我们不知道是否有 cf («) 
成立 • 


§9序败的划分与良序集合的划分 

我们已经指出，基数是对序数按它们是否存在双射函数所作 
的分类，由于双射函数的性质，容易获得这种分类还具有三个性 



质♦自反的，（即任一序数《都与 a 是一一 对® 的〉，传递的（若《 
与召是——对应的，0与?是一一对应的，則《与 V 也是一一对 应的〉 
和对称的（若《与戶是一一对应的，则 J 3 与〃是一一对 应的) •具有这 
三性质的分类也常称为等价类或划分，由序数的性质和子集合分 
离原则，我们指出，每一个划分都是一集合，在这些划分（序数 
集合〉 中，按序数的自然次序（即£关系），那个最小的序数称 
为基数•按照这种划分，每一个序数 a 都属于某一划分，该划分的 
最小序数（开始序数)，就称为《的基数•也就是说，每一序数都 
有它的基数，即它的 代表. 

在序数的上述划分中，每一有穷序数（自然数）所对应的划 
分中，都恰有一个元素，就是和它们相对应的那个自然数•而每 
一无穷序数所对应的划分都是序数的无穷集合•对此，我们引进 
下一定义* 

定义 5.15 对于任意的序数集合 s 和基数 i 3€ s ， 如果满足条 
件： 

(1) 若 <5， 则卢或泠=方， 

(2) 若《是大于月的那个最小基数，则 V 尤€ /3 3 € s >， 

那么我们称 s 为序数的一截段 卬的上 截段） • 

对于有穷序数，我们可以看作它们都是退化了的（退化到一 
点）截段•这样，每一截段都有唯一的基数与之对应，并且反之 
亦然，序数的截段与基数是一一对 应的. 

定义 3*16 对于任意的序数《, h 我们称集合 

为序数 a 到0之间的一段，并记做 SegWjh 

ft 然，当 a=0 时， Seg(O^) 是爲的前节，当爲时， 
Seg(a,i3) 是空集合 0 .显然，对于任意的序数 A <Seg(c,i8), 
€>都是一良序结构* 

定理 L 49 已经指出，任意的良序集合，都有一序数与之同 
构，在我们对序数作进一步分析时，就不难看出，与任一序数 a 同 
构的良序集合进行汇合时，可以获得这是一个类•也就是说，对于 
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任意的序数我们有类 

{ 5 |彐丑(及良序5八1扣(〜《,及，€)>), (3.19) 

并且可以把这一类记做 U ( d ), 这样就对良序集合作了一种分类， 
容易证明这些类都是不空的，并且分类的原则是存在保存的函 
数，这样，这种分类的原则就说明分类的类关系是自反的，传递 
的和对称的•这就对良序集合作了一个等价的划分 • 

定理 3*32 对于每一序数类 ls ( a ) 都是真类. 

证明从略. 

基数是对序数的划分，每一划分都是序数的一截段，无穷基数 
对应的截段本身也是一无穷集合.每一序数,又是一类良序集合的 
代表•这样，基数也就是若干类良序集合的代表了•具体地说，对 
于每一良序集合都有唯一的序数〜使得它们是同构的，而序 
数 a 有它的相砬的基数 K ， 即 K = 这时，我们也可以说， K 是 
良序集合的基数 • 

由上述基数对于良序集合的分类过程，所使用的类关系也是 
自反的，传递的和对称的，所以，基数对良序集合的分类也是一 
种划分，基数只是这种划分的代表而已 •这里 我们再次看到分矣、 
划分并且进而选择代表的方法是数学中一个常用的基本方法 • 

§10 On 与 Ca 的同构性 

定义3,17任一类 C ， 和关系 RciCxC ， 沢是传递的，三歧 
的，对于 C 的任一不空子类 C 。， 在中都有一尺 I 元素，并且如 
果 C 对于 ft 是左狭窄的，亦即对于任一 ％6 C ， 

0 R (^)= { y\y^ ： C!\yRx } 

都是一集合，则称关系丑是良 序了类 Cf 

一类如果存在一关系况良序了 C , 则称 C 是一 良序类 ，当 
C 是一真类时，也称 C 为良序的真类 • 

定理 3,33序数类 On 是一良序的真类* 

证明仅需指出€良序了 On •我们已经知道£对于 On 是传递 
的，三歧的且 On 的任一不空子类中都有首元素，由序数的性 



质:显然， On 对于 e 是左狭窄的•这就完成了钕证结果. 

定理 3*34 所有无穷基数组成的类 Car 是一真类. 

证明 由基数的性质和定义夂12,我们有一类函数 /：0 n - 
Cat. 并且这一函数/是一对一的，即对于任意的《，36 On, 

时， f ( a ) = o a ， 爹〜 ran / = Car* 由此，可得 / _t : 
Car—On •且 On = ran 广\因此，若 Car 是一集合，由替换原则•可 
得， On 是一集合，这是一个矛盾，从而完成了欲证结果 • 

定理 L 35 C a 是一真类. 

证明因为 Ca = ouCar , 所以，我们有 Car = Ca ^~®， 若 Ca 
是一集合，则 Car 是一集合，从而获得一矛盾，欲证结果成立 • 
定理5,36 Car 是良序的，并且基数的自然次序<良序了 


Car * 

证明由定义 3*5, 直接获得基数的自然次序<是传递的， 
有三歧性的，并且 Car 的任一不空子类都有首元素（因为序数的 
任一不空类都有一最小序数，它就是所要求的首元素） • Car 的左 
狭窄性是因为，对于任意的 16 Car , 我们令 

0(a)— { y\y^. Car ) * 

由定义 3 .1 2 ,有类函数 /： On->Car ,因此有序数使得 
x ^ o a7 a 是集合，这样 ran ( 是一集合，而0 ( 方）^ 8 
ran ( /hK 这就完成了欲证结果 • 

定义 3,18令（：,与(： 2 为两个真类，关系私与苽分别良序了 
C , 与 C 2 , 如果存在一个一对一的类函数 f ： C ^ C , 使得对于任意 
的 h : yG G ，都有 

xRiy-^f(x)Rzf(y) 

成立，则称是同构的* 

定理 3_37两个良序类 On 与 Cai 是同构的* 

证明据类函数/的定义，使得对于任意序数〜/= 

这一函数/是保序的，也就是说，对于任意的序数心心如果 a < 
尽，则有 ( y a <6^， 亦即 /( C 0</( J 3) 因此函数/是保序的•这就得 

到了欲证结果 • 



习 m 

3 a 令函教是如下定义的兩數 ■ 

当: yO ， 

J ^* y > =i 

K y 2 ^ y + x , 当太 

证明 （ l ) /是0父®与 ® 的一双射函数， 

(2) 存在一对一的函数与 _ L : ©_< D ， 使得对 
于任意的都有 
J(K(z), L(z))=»z. 

3.2 给出由习题 3 , i 中為数 / 确定的次序尺，并睑证 /? 是 ® Xd > 上 
一良序关系- 

33令 K 是集合 s 内的一良序关系，定义一函数 " 如下, 

(1> dom/a —ran7^. 

(2) 对千任一 vEdom /；! 令 

fu(x)^Sup { / H (y)\y^vnnR\yRx } » 

证明： 

(1) 对于任一尤 € dom / j »， f 心)々一序数 | 

(2) 〖‘ an / «是一 + 数. 

3.4 对 f * 任意的 集合夂 它的哈拉格斯 （ Hartogs ) HB ( s ) 々最 
小的序教》使得不存在从 a 到 s 的单射 /• 

证明1 

a > 对亍任意集合％ H (^ 是基数， 

⑵对于任意的序数， H (句是大 fcr 的最小的基教 • 

3.5 试证明* 

()) On ， U Ca ， 
i 2 ) Un^ U Car, 
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第四章秩、递归定理与良基关系 

本章前三节建立传递闭包、集合的秩、良基集合与外延集 
合等概念，第四节建立集合的分层，第五节证明函数相容性定 
理，给出了从函数簇去构造函数的方法，第六、七节建立了递归 
定理和超穷递归定理，第八至十节阐述良基概念，第十一节建立 
同构的一般概念.本章的基本思想是运用序数概念，对集合进行 
分层处理，建立良基概念，得到一些重要的方法 • 

§1传递闭包 

在第二章中我们引进了传递集合的概念，它构成序数的一个 
基本条件；在集合论中，传递集合还有它自身的独立的意义•在 
第二章中我们已讨论了许多传递集合，任一序数都是一传递集 
合.当然，有许多集合是不传递的.现在，我们来举二个 例子： 

1 例4,1 〈2}是不传递的•因为1 €2，2€{2},显然， 

€{2>,故 {2} 是不传递的 • 

例 4*2 令© + 1，0 + 2, . , 显然 》 s 也 

是不传递的，因为 oeo ， ie ®， 但是可见， 
无穷集合也有不传递的* 

序数一定是传递集合，但并非一切传递集合都是一序数 • 

例 4 .S $={0, 1，是一传递集合，但$并非是一序数_ 

传递集合比序数要广泛一些，但并非一切集合都是传递集合 • 

虽然如上绐的集合 <2} 是不传递的•但是，我们可以构造出比 
它大的传递集合 

切，1，2,⑽， 

{0, l f 2 9 {2} 9 {{2VV}# 

不难验证，集合&与&都总传递的，并且有 {2} g ^ 




与 AC = + &_ 对于例 4.2 中的集合 s ， 我们也可以构造集佥 

汉 3={0 ， 1,2, .,0)^ + 1 ,.© + o,s>, 

54 = {0,1,2, . ，《，份+ 1， . o + G >， s ，{ s}h 

不难验证，集合&与〜都是传递的，并且有与 
•减少^的元素到它仍然传递，且有条件彳2>6心而如 
果要求保持把 {2} 作为元素条件，再去减少它的元素，那就必然 
获得不传递的集合.换句话说 ， A 具有某种最小性质•类似地 ， A 
也具有某种最小的 性质. 为了获得如上所述的具有某种最小性质 
的集合，我们引进下述定义，建立相应的定理 • 

对于任意给定的集合 A 我们令 

So ( a ?) = 

s„ + ： (x)= \Js„(x) 9 

«•(*) — 

fl ^ Hi 

定义 4*1 对于任意给定的集合 A 如果集合： V 为满足条件 
a €. y 的最小传递集合，则称集合 y 为*的传递闭包 * 

定理4门对于任意的集合々心 U ) 是 3 的传递闭包，亦即 

( 1 ) 尤 €s w (»), 

(2) s ^( x ) 是传递的， 

(3) 若 夕且 y 是传递的，则 
证明 （1) xeMczsA ^)^ 

(2) 若 2 es “ x )， 那么就有某一使得(从这 
样，若贝 ue 〜 +1 ( A 0， 从而爹 e 〜 u ) •亦即是传递的， 

(3) 设： y 是传递的， R ^ e y > 因此公 （ WCy ， 若 〜 U ) c ：3^ 
那么由 y 的传递性，就意味着^这就有〜( X )二: y ♦这 
就完成了定理 4.1 的证明 • 

显然，例 4.1 中集合{2>的传递闭包是例“ 2 中 s 的传递姐 
包是 S 3， 

例 4*4 令$= {®， 彳®，{必} 1 求其传递闭包心⑷， 

解 Sq — {5}= {{©,{0^6)}}}}^ 
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Si — u So — s, 

s s »=< 0 ,l,. 9 a>}) f 

$9^ U ^2® {0,1,.,<»>, (即 ® + l > 

S 4=» U S 3 1 "©# 

因为当 {£0， 且时，&恒为 ® •所以，我们有， 

s-(s)— 

n 鼋徽 

^ { 0,1, . •⑦， { a > h {®，{ ®>>, { «,{<»,{©}■})■>• 

例 4.5 令 s =* 彳0，1，*“{切)}>}求其传递闭 

解 I sq= {s} — {{0,1,. 

U ^i^S, 

客 2= U Si = {0,1 ， •♦♦♦.♦，•{©)■ }, 

s %= U sz ==* {0,1,. 9 a >} * f 即 o + l ) 

S <— u . S - — Oj * 

当 ie ® 且4«时,〜悄 为％ 所以，我们有 
s« = U Si 

i 

={ o ， i , …… ,» ，彳 ®h H ® n ,{ o ， i ， ……,{{功}}}}, 

例 4*4 中的 _s 是一有穷集合，它的传递闭包为一无穷集合*由 
定理4.1，吋于任意的 集合心 它的传递闭包总是存在的，也就是 
hb ) •任意的集合、，它的传递闭包在《步内总是 Pi * 以获得的•这 
两个例子说明了，求传递闭包的运算过程与 方法. 

§2集合的秩与良基集合 

定义 4.2 令 s 遙一传递集合，我们定义 s 的秩函数1：1^如下1 
( 1 ) dom(rnk) = s > 

( 2 ) ran(rnk)dOn, 

(3) 对于任意的 

rnkU > =Sup{rnk(>0 I y€ ^ Ay £ «K 
例 44 令 s ， ={0,丨，2,彳2}}，显然，这是一传递集合♦对于 
任 一<€&, 我们吋以按下述步骤求出 rnkU ) 的值， 









rnk( 0)*^0, 

rnk<I>-»Sup{rnk( y^\ y€lV 

—Sup{rnk(0) [O6lA0€si> 

-1， 

rnk(2) ： afli Sup{rnky I 2> 

rnk({2})"*Sup{rnky j y G {2}} 

— 3» 

« 4.7 令 s 2 _ {0 ， 1 ， 2,3 ， {2} ， {3> ， {0> 沁显然&焐一传递 
集合 • 对于任一 〜 我们可按下述步骤求出 rnkb 〉 的值， 

rnk(0) = O > 

rnk<l) *=Sup{rnk(y) | y € 1} 

■=Sup{rnk(0) 10 £ 1 ^ 

rnk(2) = 5S Sup{rnkjy l,y E 2 } 

= 2 ， 

rnk(^2})^Sup{rnkyl^G {2}> 

■=3. 

我们如果令 办 =<0 ， 1,2,3,<2},{3} ， »2}}} ， 则显然 s 3 是一传 
递集合 . 对亍任一文 € 办，我们求 rnkU) 的值如下，经 计算： 
rnk(.0) = 0, rnk (1)=1， rnk 02, njk({2})^=3 • 此外，还 

有 I 

rnk(3) —Sup{rnk(jy) | ^ S 3} 

rnk({{2}})-4, 

rnk({3})=4. 

由上述例子，不难看出，对于上述传递集合 h 定义的秩函数 
我 W 记做 rnh ， 而对于传递集合 & 定义的秩函数记做 rnk 2 . 这时， 
我们有 rnkj U 】 ns2>~rnk 2 r (stfisz ) -而这种情形是否一般都成 
立？进一步问，对于任意的集合 A 其秩函数是否是存在 





且唯一的呢？这是我们需要研究的•定理44的结论是说，若存在 
的话，一定是唯一的，定理 4*3 证明了它的存在性，也就是说， 
定义 4*2 是合理的. 

定理4_2 若 s ” &为传递集合， mk t , rDh * 别为它们的秩 
函数，那么 StflSz 是传递的，并且 rnkhsin & hrnkjhrm ). 

证明首先，若 A € s t fis 2 , 由&与 &的传 递性，我们 

有: y €'* fi ， y € s 29 故少 Sin 幻，亦即力 ("1 S 2 是传递的《 

其次，若有使得 rnki (: «)= Vrnk 2 U )， 我们可令为 
最小的序数 asrnkXy )， 使得 rnki ( y > A = rnk 2 (： y )， yG & nsz ， 
如果少， rnk “ 2 )< a ， 故 rnkiU 〉=* rnk 2 ( 2 >， 然而 
mk 2 < y ) = Siip { rnk 2 ( z ) y ) 

— Sup { rnki (^> U € y ) 

^xnki(y ) 9 

这矛盾于: y 的选取，故欲证结果成立《 

由定理4*2，对任意集合 A 它在其传递闭包〜( X )上的秩函 
数如果存在的话，它就一定是唯一的；由之，对它我们记为 rnk (*) 
是合 法的. 

定义扣3 —集合 x 叫做良基的，如果它属于某一传递集合并 
且在其屮它的秩函数是存在的* 

定理每一集合都是良基的 • 

证明由定理4.1，任一集合: v 都属千传递集合 & U ) •问题在 
于它是否都有秩函数（我们已经指出，如果有的话它一定是唯一 
的） • 现在假定^不是良基的 • 由存在极小元原则，在传递闭包 
sAx ) 中必有一集合少不是良基的，并且假定: V 是在〜 G ) 中满 
足这种非良基性的关于 G 的最小的元素，所以，若 zG ： V ， 则 2 是 
良基的•令 s = h < y >， 这样 • .?={ y } u ^ U ^(^)» 对于每一之 € y ， 

都存在 lG ) 上的秩函数，由引理 4 ,2,我们在上就有秩 

函数 rnkU ) •现在，我们令 1 

/ C ^) — Sup { rnk (^) UG y } 9 



显然，/( V )就是5上的一秩函数，这样，， r 是良基的，这与: y 的选 
择矛盾•因而 i £ 明了我们欲证的结果. 

定义 4*4 对于任一集合 A 我们称 mkU ) 为^的秩 • 

§S 外延集合 

定义 4,5对于任一集合〜如果满足条件 

V 戈 € 5 V：y （戈年: y -^ 彐 2 € 5 (龙€龙八：宅 y xf \ z ^. y )'} t 

则称集合 s 为外延集合. 

例 4,8令 j ?={0，1,2，<»> + }， 我们验证 s 是一外延集合•首先， 
0^1，因为0萑0,但 0 CU 同理，可以获得0_2, 0 妾必％ 其次， 
1^2，因为1€1，但 1 G 2, 同理，可以获得•第三，2手 
因为2€公％ 2$2. 

例 4.9 令5 =彳0，1,2#%{6^},我们验证它不是一外延集 
合•因为我们在 s 中无法判断0#>}_ 

例 4.10 令 s = U ，2，{5}，{6> U , s 不是外延集合，因为我们 
在 s 中无法 判断彳 W 与杪}是否相等* 

定义扣6如果有从 s 到^的双射函数八 使得； 对于任意的集合 
%， ： y ， 都有. 

xey^f(x)ef(y), 

则集合 5 与《称做是 C 同构的_ 

定理 4. 4若 s 是一外延集合，则存在一传递集合《和从 s 到《 
的唯一的双紂函数/，使得它们是 G 同构的 • 

证明 我们施归纳于集的秩 mkU ) 来定义函数/，若 
rnkU 〉= 0, 今 / U ) = 0, 如果对于使得 rnk ( y )0 的所有的: y , 

/已被定义，那么若、&且1^(^;)=<?，令 

/( ^ ) = {/( r) I > r G ^ Ay €5} # (4.1) 

这样，我们就定义了函数 /. 取 

« = ran</), 

那么， M 然* yex ^ f ( y )^ fix ), 

我们先指出/是一对一的•亦即，若戈年; y ， 则 /( 幻年 /( y ) •我 



们施归纳于 fl ~ Max ( irnk (方〉 • mk ( y )) •当 我们有 #-- y - 0 . 
若对于所有秩小于 a 时，论断是真的，那么当且 rnkU )» 
rnk (^ y ) = a ，有 26s ， 不失 一 般性，设 a ; 且: y •故 /( 名 〉 G /( 幻•若 
/( 名） €/( y )， 那么对于某一 f €： y ，/ ⑴，/⑴*但是， Max ( rnkU) f 
rnk (. OX «, 这样因此， z €. y 9 矛盾.所以/⑴磋/(夕），故 
/ U ) 乓 /(>>) .这就完成了一 对一的 证明. 

现在，设 / U 06/4), 那么由/的定义，我们有36川 e：y 
A /(/)=/ C ^))> 所以，» 姑^砭 y ， 这样，/是 s 与《的€ 
同构 • 

现在，我们来验证《是传递的.因为如果 xS / Cy )， 由/的构 
造，则有 2 ：€少且久=/<>),因此，我们有太€好，亦即 1 是传 

递的 • 

再证唯一性 •若不 唯一，且 A , / 2 是满足这一性质的两个函 
数，令《是满足条件： 

^ £ s , rnk (^ f ) =« # 

/i( ： v) 气 ,2( 方） 

的最小的序数.不失一般性，设集合: V 满足《 

ye/iMAy^Mx)^ (4.2) 

但是，因为它们的值域是传递的，所以就存在且 : y = 
/,( 0 ， rnk ( 2 )< rnk (. v )= c , 这样就有 / 2U 〉， 这样就有 
/. u ) c / ? (^), 即: yG / 2 U )， 这与 U . 2 ) 相矛盾•所以 ，}\ =/ 2 . 
综上，就完成了定理的证明 • 

这是一条重要的定理，不仅在集合论的研究中起着重嬰的作 
用•而且它的证明方法也是值得重视的•这神对于集合的秩施行归 
纳法，我们今后还要多次 使用， 

§4 集合的分层 

首先，我们把那些它自身不是集合而我们又希望它们作为集 
合的元的一切事物聚集起來 . 把这样的事物叫做原子（或称为本 
元）.例如，我们希望有可能淡沦一切奂文宇母串的集合，那么我 



们必须把所有这 26 个英文宇母形成的串包栝在我们的原子集合之 

中* 

现在，我们着手建立集合的一个层次（:图 

U^czlhciUiCZ .. 

我们在底层 C 如图 4.1 中的垂直排列）取= △为本元或原子的 
集合 * 



第二层将包含原子集合及原子集合的所有子集合 t 
V i = U 

第三层包含前一层中的每件事物并加上以前各层事物的所有 
子集合： 

一般地， 

因此，我们相继获得卩―……_ m 是甚至连这个无 
穷层次也没有包含足够的集合.例如， 0 ^ Ui , { 0 > eu 2t 
{0, 彳等等•但我们还是没有无穷集合 • 

{0A0}A{0 }} 9 …… >. 

为了补救这个缺陷，我们取无穷并 






.• 

然后，又令 = 多 d >， 而且连续不断•一般地，对于 

任何序数 a ， 

<, + 1 ^ ^ « U ^ (J.D ， C4*3) 

并且一直逬行到 " 永远' 只要你能想到构造是有所终结的，那你 
总不能仅取至今所获得所有层的并，而须取那个并的幂集合，并 
且继续不断 • 

“永远”这一概念，可以理解为我们的序数的不断増大 * 序数 
从0,1，2, …… 开始，其次有无穷序数《，然后 o + i ，© + 2, …… 
一直进行到“永远' 

基本原理叙述如下，每一个集合都出现在这一层次中的某个 
地方，亦即，每一个集合 s 都存在某一个满足•那么， 
一集合是什么呢？集合就是我们的层次中某一层的元 • 

例如，假设 X 和: y 是集合_也就是说，存在序数心3使得 
尤且 yeUpn 并且如果在层次中“高于那么， 
*，： y 两者都在中，因为每一层都包含以前的一切层 • 因此 • 
在中，我们有对集合 kdK 另一方面，我们不能获得一个 
所有集合的集合，即一个具有将一切集合作为元的集合*现在， 
我们令 


U^\JU a . (4.4) 

aeon 

为了解决基础问题和逻辑问题，原子集合4是没有必要的， 
芷如我们已经进行的那样，我们把数 〈自 然数、輅数、有理数、 
实数和复数）都用某种集合来代替，亦即在这样的论域中的一切 
都是集合，连集合的元素也都是集合 • 这样的系统，人们称之为 
纯集合系统 • 仅从应用角度考察问题，而不是研究集合论乃至数 
学的基础问题，有原子论域的确要方便一些*不过，我们还是应当 
了解纯集合系统，了解它的意义•并了解序数是集合论的中枢。 

当我们排除掉原子，即0时，图形变窄了（图 4 * 2 >.这个 
构造简化了.我们简单地有 






(4.5) 


v A = uv%, v^\jv a . 

*<A o 6no 



m 4 . 2 序数是令试的中枢 

§5 S 数的相容性 

现在我们讨论函数的相容性这一概念. 

定义 4.7 对于任意的两个函数/,心如果对于任意的 
dom (/) ndom(^) t 都有 

成立，则称函数/ 和笑是 相容的 • 

定义4*8由某些函数构成的集合6如果 c 中任意两个函数 
/_ g 都是相容的，则称 c 是相容的- 

定理屯5函数/, g 是相容的，当仅当 /Uf 是一函数* 

定理 4*6 函数/,反是相容的，当且仪当 
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/f (dom(/) f|dom(^))*»gr(dom(/)f| dom(^»* 

上述两个定埋是直接从定义获得的 * ' 

定理 4.7 如果 e 是一相容的函数集合，则 Uc 是一函数，并 
adorn( U^)— U { dora C / ) I /€ c } • 

证明显然， Uc 是一关系•现在我们来证明它还是函数，令 
F — \Jc ,若 <怎， yi >€ F ， <，” ys >€ F y 冇/_， / 26c , 使得 
f \ 9 〈: v ， yz > € / 2 , 但是由于 /"/? 相容，并且 dom (/,) 
f | dom (/ 2 >， 故有 

yi =*/ i (^) = ft ( x ) = y 2, 

对于定义域的证明是容易的，从略 

上述定理告诉我们，从相容的函数集合出发，我们能够形成 
一新的函数，这一函数开拓了所有的已知的相容函数 • 


§6递归定理 

在第二章§8序数算术中定义序数的加、乘和方幂时，定 
义方式有点特别，在定义函数在序数 a 的值时，常常用到在自变 
量取小于 a 的序数时/的值，但是当时我们没有讨论这种定义的 
合法性.本节和下一节我们来讨论这一问题，并且在本节我 
们把函数的定义域局限在 * 上，然后，在下一节我们讨沦把定义 
域扩允到真类 On 上的情形* 

我们首先考察两个例题. 

例 4*11 函数是如下定义的： 

^(0) = 1, 

艺（? 〆 ）=«%对于每一《€边. 

例 4,12函数适如下定义的 t 

/ ⑻二 1， 

/< w + > = /( w > • • 对于每 一« € ® • 

这两个例子虽然简单，但定义的格式是不同的，函数¥的定 
义给出了：对于任意的时 e ®， 去计算客的显式指令，确切地说， 
它能够使我们塑造一条件使得 



g(^)^y 当且仅当 p ( x 9 y ). 

例如 * 可令 t -* y ^ n 2 )) 为公式 

P 、 x ， y )， 满足此条件的函数 g 的存在唯一性呵由分离原则和外延 
原则并利用下式得到 

穹= { < x y y >\<, x 7 y > €必八户 0，y) } • 

相反地，例^12中/的定义并未告诉我们对于 级时， 如何 
去计算 /U) 的显式指令，而它耑依赖于对于某些自变量小于 x 
时，函数/已经获得的值，它不是直接明显地去陈述一个条件 A 
而且多中不包含函数/的已给出的值，使得 

— y 当足仅当 p { x ， y ). 

但是我们能够说例4,12中的函数/应该满足已经给定的条件, 
“/是从0到《的一函数并且它满足初始条件：/(0)«1和递归条 
件： y * 

这种定义方式在数学中已经广泛地采用了_就例 4.12 而言， 
它定义了阶乘这一函数 w， 它的计算步骤可以是(对于 eo)；i 
0步： 1， 

1 步* 1-1, 

2步I (1.1).2, 

3步， （（Id )*2). 3, 

4步： («1-1)-2)-3)*4, 


» + 步* ("•(((( i * l >.2)*3)*4> … 

按照上述步骤，对于任意的自然数〜我们都可以一步一歩 
地求出/的值，也就是说，这一函数是应当存在的_ 

定理 4.8 对于任意给定的元和函数 

glQ-*Q 9 

都有唯一的函数使得 

< 1 ) /(0)=沭， 

( 2 ) /«> =《（/(«))• 





证明先证存在性 • 我们定义对于一自然数 W 为定义域的函 
数 o 使得它满足如下的条件： 

Fun (0 Adom (0 = ^ + A <0,<2> 6《八 Vy 彐！ 2 彐 

(<^y,Jsr>6^A <z,u>& g 〜 <〆 ， 対 〉 € / ) • 

我们把这一公式记做 4 U ，《) ，令 

K — { tl ' BnAit 9 n ) } y (4_6) 

/- UK , (4,7> 

我们断定 / 是一函数，由定理4_7仅需证明 K 是相容的•令 h 
iiH dom (^ i ) = Mi 6 o , dom (^) = « 2 ^不失一般性，假定 
外〖<价， 亦即价 c 心仅需指出，对于所有的 W 价，我们有以 A )= 
我们由归纳法论证这一事实，因为6 (0) = a -^ 2 (0)， 令 
為 + 并且使得那么 M 々 + )=《(以灸））=《(《々））= 
UW 、, 所以对于所有的々€化，都有以 A ) = G ( A ). 

再证： dom (/) = 6), ran (/) Co . 显然有 < Jom (/) c ： o ， 欲证 
明 dom (/) = ®， 只需证明对于每一都存在一函数纟，使得 
ieK . 假定对 w 我们已有彡 £ K ， 〜我们来定义使得 

当 w €» 时， 

^( w )— \ 

1)) ，当妍=»时. 

这样且所以 dom </> = ©* 

显然， ran (/) C ： ran (^) Co . 

再证 f /满足条件 （ 1 ) 与 （ 2 ) •因为对于毎一/€1<，纟(0)=心 
故/(0> = «，并且对于任意的 t ^ K y < dom ⑺， 

这就完成了定理所要求的函数的存在性的证明 • 

现在证明唯一性.假定还有另外一个函数办:®— 叫 并且满 


(a) h(0)~a 9 

( b ) h (0 gih ( n 、\ 对于所有 

现在指出，对每 i €®， 使用数学归纳法，我们都有 /(«> 


• 分 6 • 



因为 t 


若 f ( n ) = h ( n 、， 

则 / < w + ) = ^(/(«)) = ^( h ( n ))=- h ( n * \ 

所以 ， f = K 即得欲证结果. 

定理 4.9 已知函数 A :© xq>x . xo — g >, 

• - ’ 

»次 

函数 ©XOX . X < D ― 

、- 〆 - ， 

« + 1 次 

那么存在一个《+1元函数 /: OX©X . Xf ©, 使得 

、 ■ 

n + i 次 

(1) /( 0 , .Vr , . ， X^) = h( ： Vi 9 ^2t . ，〜）， 

( 2 ) fCx* ,X i 9 X 2f .O 

=《(/( 龙，％1，戈 2. X „) 9 Xy , .;-0. 

定理 4 , 9 的证明仅是把定理 4 * 8 的证明推广到参变量的情形， 

从略. 

正如，我们例 4*9 中指出的那样，在计算 /(«+) 的值时，不仅 
依赖于 /( W )， 而且依赖于々<«时其它 的值. 这样，我们就需要 
递归定理的下述形式* 

定理4,10苦函数妒0 X ^)4®，_唯一存在“函数/, 
使得：对于所有的有 

/( 外 )=《(yT«). 

特别地， f (0) = g(ft O ) = g (0)^ g ( O ). 

我《把这一定理的证明留给读者去完成 • 

例 4 JS 前驱函数 /:© …，对于任意自然数小当《 = 0时， 
/(0) = 0，当》>0时， 1 9 亦即 
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/( 0 ) = 0 , 

fin *) = «• 










例 4,14 算术老当 w > m 时，它为0,否则它为 

亦即 

{ ^ 5 - 5 -(}=； m ， 

= /( 併替 «)， 

« 中 / 是例 4.13 中给出的前驱函数 • 

例4,15符号函数 Sg :©+®， 

, Sg <0) = O f 

Sg (»" )=* 1. 

例4_18反符号函数^'>^0， 

( Sg (0) = ^ 

Sg(n + 1 ) = 0 . 

定理 私11 (递归定理）对于任意的类函数和集 
合 s , 都唯一地存在一函数/使得 

< 1 ) dom /=仿， 

( 2 ) f (0) = s 9 

(3) /( OG (/(«))• 

在下一节中我们把递归定理推广到更一轵的情形，建立超穷 
递归定义的概念，弁证明超穷递归定理 • 

§7超穷递归 

在集合论研究中，常常是巳知类函数仏我们希望超穷递归 
地定义一个类函数 A 使得 F 的定义域为 On (记作 Fun ( f ， On )) 
且有 

F ( a )= G ( F [ a ). 

这就是说，决定 F 在序数 a 时的值依赖于 F 在《之前的值.因为《是 
山所有小于 a 的序数所组成 • 这样，就是把自变元限制于小 
于《时的类函数 F •所以，由超穷归纳，就应当有 

定理 4*12 如果 G 为一巳知的类函数，那么存在唯一的类函 

数满足 
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Fmi( F,On^AF(a)=C( Ff «>• (4.8 〉 

证明 It 我们来构造这一函数 F， 首先对于任一集合函数 /, 
任一序数 / T« 仍然是一(集合）函数 • 并且 G 夕）为定义函数 
C 的公式，这样我们可以有公式* 

Sy(G{ f\^ 9 y)/\i^ f yy £/)* 

等价地，可以把式 U_9) 写做： 

/( a )= G (/ Ttf > • 

由于，式 OU10) 是一公式，所以 

Fun(/，/3) 八 VaS/3 /(«>-G(/r«> 

也是一公式，其中卩为任一序数 • 所以我们有类夂，定义如下： 
K = { /l3/3(Fun(/,/3)AV«ei3/C«)-=G(/ra)) } , 

现在令 F=U 尺•我们来证明这一 F 正是满足定理 4.10 所要求的类 
函数 • 

其次，我们证明 f 是一个类函数 • 因为对于任意/， gen , 
不妨假设有 

Fnn(/,/3)AFun( f 9 6)AP<6 9 
我们欲证 t 因为对于任意/与 g 都满足公式， 

/«i)=G(/t«). (4.12) 

而式 (4,12) 就决定了/在3上是唯一的•这就意味着对于任意的 
它们在共同的定义域上是同一函数•所以 F 就是一函数， 
并且尸的定义域为 U {dom(/)|/€/^K 亦即有 

dom(/ r )= U Jom(/). (4*13) 

/€« 

现在，我们证明 dom(_F>=On. 显然 dom(F>COn， 再证反 
包含也成立•因为对于每一函数 /f」 尺，在 dom(/) 内 F 与/相重合， 
亦即我们有 / = *F|、dom(/) •这样，对于每一 Kdon^F)/ 也满足 
公式(4」3〉，因为由 a€dom(F) 就蕴涵对每一 /6K， a Gdom(/) 
£On y 而 /在 dom (/) 中 _ 足（4,12〉，并丑 j —Ff dom( /)« 
假定 dom(F)eo n * 则 F 就是一 集合， 令 a=d G m(iO , 这样扩允 
只到厂并使 dom(H)=〜 + l , 所以我们有 KG 瓦， 这就得到〜 + i 


( 4 , 9 ) 

( 4 . 10 ) 

( 4 . 11 ) 





ccf。， 所以，由这一矛盾就获得 

最后，我们建立 F 的唯一性_假定还有不同于 F 的我们考 
虑最小的序数 a， 使得 

F ( a )^ F i ( a) f 
但是由《的选择，我们有， 

FE'ff = Fif«. 

这样，由 （4.8) 就获得 F(«) = F,(«) •因此， F 是唯一的， 

定义 4_9对于类函数如果 f 的定义域为某一序数 a 或为 
On 并且已满足条件： 

Fun^i 7 ,^) A^an(F)COn, 

此时，则称 F 是一序数函数 • 

定义 4.10 —序数函数 F, 如果我们有：当 a，^edom(F) 
时，有 / RaXFW)， 则称 F 为递 壜的。 

定理 4. 15若序数函数 F 是递增的，则对于每一 a£dom(F), 
a ^ F ( a) m 

这一定理是直接从定义4,9与 4*10 推得，并且由此我们立刻 
获得： 不存在两个不同的序数类的€同构对应•也就是说，我们 
有 

定理4*14若/ I，方是二个汴数类，并且山 B 之间存在一 G 同 
构函数亦即对于任意的 《， 奸隼都有 -F(a)eF(j3h 

ii: 么就有忍=_/1，并且 

证明由 F 的定义，对于任意的〜若则 F(a) 
6H/3) ♦亦即尸是递增的，由定理 4.13，F ⑷(当 oreZ 时） • 类似 
地，由 F 的逆 有 (F^)(FU)»F(o ), 亦即 a > F ( a >， 所 

以当时，有芦(《)=«•换句话说，我们有并且 


§8良基关系 

对于任给一集合 s ， 令关系 /? cz s x s ， 满足条件 
C 1) 传递的， 



(2) 反对称的，即 V ： v € sV y ^： s ( xRyAyRx^x — y )4 
这时，就称的 偏序， 并且称0?， 丑〉 为一偏序结构•当为 
一偏序结构或线序结构时，也常称之为 序结构 为一真类，关 
系尺满足上述条件 （ 1 )，<2 ) 时，也稃* 为偏序真类 • 

对于任意序数 集合义 考虑偏序结构 < s 、 由序数的性质， 
这一序结构有一个特点，就是对于任一若 s , 不空 •都 有心关 
于 G 的最小元 SG ， 亦即有且 SurUi =^0 •这种性质可以叫做 
序结构的良基性质. 

一般来说，对于任意的集合 S ， 虽然 c f 可能并不形成 一序关 
系， m 它仍具 有这种良基性质.亦即它有这样的特点， 对 于任意 
的非空的总有并且如 = 0 •亦即不存在^£&使 
得: r £ s 0 ， So )# 

现在我们推广极小元的概念 • 

定义4门1今及是任一二元关系， D 为任一不空集合*我们 
称 D 中 a 为丑的一极 小元， 如果 

\/xe DR('x~^~ 

成立，其中尺= Hi ? 

定义 4. 12 —关系 i ? 称为良基的，如果对一切非空集合 D ， 
都含有一个丑极小元 ♦ 

如果此定义中的 D 不是 Hd (/?) 的-个子集合，显然它一定含 
有一个尺极小元，事实上， D ^- mR } 中任 一 都是 D 对尺的 
一极 小元. 因此起作用的 是乃为 的子集合. 

定理 4*15 —关系及为良基的，当且仅当不存在具有定义域 
为©的函数/,使得对于每一外都有 fin )). 

人们也称这神序列： 

…， 伽 ”， / U )， …， ⑴，/(0> C 4.14) 

为况降链，并且对于上述/,我们令 

D = { / <«) Ue ©} , (4-15> 

并称这 一 D 为 fki ( iO 的-降链子集合. 

证明假设一 关系丑 不是良基的，那么存在一非空集合、?，它 



没有 ft 极小元素.亦即 

€ si ?( y ，；^_ (4»16> 

直观地讲，因为 s 不空，任取九£6，甶式 C 4.16) 就有 a , 7 匣得 
H ( a lf ao ) 成立，又由于山 € s ， 由式 <4.16) 破有办 €$, 使得及(如， 
a 、，成立•这里可以取免不同于私，因为由^中没有汉的极小元 ，那 
么， s t = s 二{«。}中也没有及极小元，把用于式 (4.16) U[J 
得^ 年办， 把这一过程无限地作下去，即得到 F 述无穷序列 I 

av 9 at , a 29 •••， (4*17) 

并 ii 有I对于每一《€叫都有 

R ( a a , if u„) f (4 MS) 

或者记做 I a a ^ Ra „^ 

这样我们可以令： 

/ = { < n 9 an >\ n ^ a >} • (4*19) 

由(7.6〉与 (7*7), 即得欲证结果. 

反之，若存在一函数 />^nd(/?)， 我们令， 

s =^ { y 1 3 n €：^ f { n ) = y J , (4• 20) 

不难证明由式 (4.20) 给出的集合 s 中没有丑极小元， 

注记 4.1 在上述证明中，我们说“把一过程无限地进行下 
去，即得到下述无穷序列”(指获得式 (4.17)). 这句话包含着有 
无穷多倩形，并且在每一种情形下都需要由0去找一个~使得 
bRa ， 我们知道虽然 3 ：ySs 及 (: y ,«)， 但是式 (4.16) 并未给出去 
选择 y 的方案 • 也就是说可能有许多元甚至无穷多元: y 满足 
极据什么原则去挑选唯一的元&呢？人们已经证明没有单值化原 
则是+町能实现的，它要求使用单值化原则，不过，这里仅需用 
单值化原则的一种较弱的形式称之为依赖选择原则，它意味着允 
许人们依次进行0次的选择. 

依赖选择原则 （Bernays, 1942)* 如果 r 是在不空集合 s 上 
的一个关系，使得对于每一都存在： y ㊀ 有那么 
就存在一序列： 

仏… ，乐 … • <4.21) 


^ m * 



使得 

<i<yfa\ f a\Ta^ ( 4 • 22) 

成立 

现在我们令依赖选择原则中的 ru,，） 为 
T(x 9 y)^HXy 9 x) f 

其中，及为定理4,15中的关系，据依赖选择原则，由式 0.16) 
即可获得式 （4.17)* 

从单值化原则可以直接推演出依赖 原则. 我们现在省略这一 
证明，留给读者去思考，在第七章中我们将给出这一证明的主要 
步骤. 

定义 4*13 令 尺〉 为一偏序集合，若丑是一良基关系，那 
么我们就称为良偏集合 • 也称灰为3上的良偁序关系 • 


$3树 


定义 4. 14 


(1>树是一个偏序集合 <5,丑>，使得对于每一 AT 的前 

节集合 0« U ) 是被丑所良序的，其中 0,( w = tyb ㊀ 八 • 
(2) 对于偏序集合尺> 而言，由及线序的 s 的子集合 J 叫 
做一个/?链；一个嵌大链（亦即-链乂，使得 V 4 U 彳 



图 4.S 树 


不是链）叫做分枝 I 通路是一链且没 
有空隙，亦即一链2是一通路，如果 
对于任意*，夕£山名 € s , 若尤允， 
则之€/1.在图4.3中集合0,&,3 〆 ，/) 
不是一链，集合仏是一链但不 
是一通路，集合是一通路，但 
不是一分枝，集合是一分 
枝. 


(3) 对于一偏序集合 < s , 丑〉， 我们称: y 是 x 的直接后继， 
如果 xRy 且没有 s 使得;同时成立， s 的没有后继的元 
叫做 s 的尺叶，如图4,3中的 c 、 /、 e 都是树叶，没有前驱的点叫树 
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根，图6中的4即为一 树根. 树中既不是根也不是叶的点叫做节 
点，图4_3中6， d 都是节点* 

定理 4JB 如果 <s，7?>* 树，那么对集合 s 是一良基关系，并 
且在树<$，尺>中每一链 c 都是一良序 集合. 

证明因为 s 是一集合，我们仅需指出，对于 s 的每一不空子 
集合4都有 一 五极小元•令2：是/!的一元素，如果2不是 S 的及极小元， 
那么集合 OUSAAx 丑0是良序集合的一不空子集合，所 
以它有一丑极小元 y ， 这样 y 就应是4的尺极小元，因为当且 
xRy f 那么由和 yl ? 2 ， 也有;和 

A? G N € -4 A xRz)^ 

这与： y 是犮极小元相矛盾， 

若 c 是 s 中一链，那 么丑是 良基于 c 的，因为公，丑>是线序且及 
良基于 c， 故^是由及所良序的^ 

对于树4，及> (下边不妨简记做： T) 而言，当 xSs， ◦〆〜•）的 
序型叫做 a ： 在树 r 中的高度，并记做 htb)。 显然， htu) 是一序 
数. 树： T 的《层的点是指集合 

= 龙 Gs 且 ht ( 允） —c}* 

树 r 的高度是满足条件 r«=0 那个最小的 序数义 常常记做 
MCT), 

s 的一子集合叫做反链，如果其中任意两个元素 A JV， 恒 
有 与: y/^ 均不成立（这时，也称 尤与: y 是丑不可比较的，简称 
是不可比较的 ）• 

如果树: r 的一分枝与 r 的每一层的交集合都不空，则称这一 
分枝为 r 的共尾枝. 

设 r 为一树， k 为一无穷基数，如果树 r 满足下述两个条件， 

( 1 ) __ 

(2) 对于任一序数有 r»<K , 则称 r 为 K 树. 

对于任一无穷基数 K， 一 K ■树: T 叫做 K 苏斯林 （SusHn) 树，如 
果 r 的每一链和每一反链的基数都小于 《• 

一树 T， 如果它满足下述三个条件 • 
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ci) ht(m T , 

( 2 ) r 中的每一分枝都是至多可数的； 

(3) : r 中的每一反链都是至多可 数的； 则称： r 为一苏斯林 
树.换言之，一叫苏斯林树就称之为苏斯林树， 

令《为一序数，一树: r 满足下述六个条件I 

( 1 ) M ( T ) = a i 

(2) : r 有唯一的最小节点（即树根 h 

(3) T 的每一 层是至 多可数的； 

(4) 如果在 T 中^不是极大元，则存在无穷多个元:V，使得 
J 为X的直接后继 • 亦即*的的直接后继为一无穷集合 * 

(5) 如果在 r 中 a ； 不是极大元，则在小于 a 的每一更大的层 
上，都存在某些: y， 使得 

(6) 如果3是一极限序数，30，： v 与； y 均为0层上的元素， 
且 { z \ zRx } — { z \ 2 Ry \^ 则; 

就称 r 为一正规的《树， 

对于任 一 基数 I 树 T 叫做 K 克璘扑 （Kure P a) 树，如 

果它至少有 K+ 个共尾枝. 

上述树的槪念都是很重要很基本的，它们涉及到集合论以至 
其它数学分支中的一系列重要的命题. 

§10 良基的类关系 

我们可以把良基的概念推广到类关系上去 • 

定义 4. 15 (Zermelo, 1935> •一类关系足如果它满 S: 

(1) 对于毎一不空集合 y 都有一尺极小元〜亦即存在7的 
一元*使得 

~~1彐2 S ； 

(2) 及是左狭窄的，亦即对于每一集合:V，类丨 
都是一集合 • 

则称 i? 是良基的类关系. 

定理 4*17 令丑是良基的类关系，若彐 t4U)， 那么存在一尺 
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极小元 X ， 使得戍立， 

证明令因为由肢设彐 14(0, 故,4¥0.我 
们希望证明不空的类乂中有一及极小元，而良基的定义仅要求每 
一不空的集合都有一丑极小元•所以，需寻找一不空集合《，使得《 
的每 一i? 极小元也是4的一 i? 极小元，为了去获得这样一集合， 
令名我们使用尺的左狭窄性如令 

«=Xfi { x \ xR'*z } U { 2 } ， (4.23) 

其中 尤丑气 幻彐林€似<»>0八文丑')， 并且丑 ，念沢， V 1 足 m 

(«為1),式 <4.23) 的右边是一集合，因为丑*也是左狹窄的， 
及是良基的和《孕0,(因为 : i «), m 就有一尺极 小元， 又因为 
u < zA , % eA , 让我们证明 t ; 是 A 的 一 /?极小元 • 假定存在一: y€A 
使得因为由 w 的定义我们有成、或方^，所以，我们 
获得 即: y € { •水 又因为_斤山由《的定义，得: ye «. 
现在我们已有* :和: y /^， 这就矛盾于《的选择 • 由此 s 是乂的 
一丑极小元，因此，由/ I 的定 iU 就是满足 40) 的对象之间的一 
K 极小元 • 

定理 4*18 令 i ? 是一类良基关系并且尺我们 
有 ？ 

V*( V >>(yi^v-^A(y))-**A{^))-^VAfA(^)* 

亦即，若对于任意给定的 t 当对于满足:的所有 y , 都有八 (夕〉 
成立能够获得 AG ) 成立时，那么对于每一 X 都有 AU ) 成立 • 

我们可以称定理 4.18 为良基归纳法•在应用这种良基归纳法 
时，由假定能够推断出 AU )， 被称之为归纳 

证明假定对于某一I我们有 HAU)， 那么由定理4，17, 
就存在一个满足 HAG) 的对象中具有丑极小的心对于这一 \ 
我们存 nAO)， 和 Vy (: y/O—AU))， 这矛盾于定理的前提 * 
定义4_16对于关系况和类 C ， 如果对于任何的集合\有 
.' cC ^ cmxRy , 则必有: yGc 成立， 就称类 c 是闭的 • 

定理4,13 (在 良基关系上进行递归定义 ， Tarski 1955, 
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Montague 1955) 令 丑 是一类良基关系， t 是一类函数，那么存 
在唯一的 K 上函数使得对于每一*，都有 f 

{ jyl ^ yA ^})* (4*24) 

证明 这个证明本质上是与定理 4.12 相同的，只是由于一序 
数的前节槪念是由的闭类概念所代替，并由之增加了一些复 
杂性 * 

C1) 先证唯一性： 

令广与八是在的闭类上的两个函数，使得每一个函数， 

对于在其定义域中任一^都满足式(4.24)，那么我们将证明/,与 
/ 2 是相容的.这样，就建立了定理中函数 F 的唯一性，因为在 K 
上任何两个相容的函数都是恒等的. 

令广和八为如上所述，我们将施归纳于及证明： 

dom(/i) f| dom(/ z )->/i(^) = ftix)* (4*25) 

假定 ^ edomC /. jndomC / O , 并且由归纳假设，对于使 
得）仏成立的每一%都有 

^6dom(/!) ndoiD(/ 2 )-^/i(^)= /2( 少 ）. (4.26) 

令: V 是使得成立的任一对象，因为 domC / i ), dom (/ 2 ) 与 
犮- 1 都是闭类，我们已经有 ySdorrKA ) ndom (/ 8 ), 所以，由 
归纳假设 / i ( J ) = / 2 ( y )， 这样，我们有: 

fit { ylyRx }^/^ { y \ yRx } . (4.27) 

由式 (4.24), 我们有 

{ y l yRx }') 

{y I yRx )) 

这样，由定理4,18，我 们有： 对于所有方，若 . vedomC/On 
dom(/ 2 ) 则 /i(3) 亦即 /i 与 /2 是相容的* 

(2) 构造满足式(4.24> 的类函数$ { 

令了是 所有下述函数/的类，这样的函数/ (当然它们都是集 
合）的定义域是丑- 1 的闭集合并且满足式 U .24>, 亦即 

a EdomC ^)= T(^>/r { y (4.28) 



由 <1) 知道， 这样的函数每二个都是相容的，因此，由定理 
4*7, ur 是一函数，我们令为完成定理的证明，现在 
我们仅需证明， dom ( F ) = r 并且 F 满足式(4.24). 

(3) 我们验证尸满足式 (4*24) | 

令 AGdom(F) t 因为 /€ r ， dom(/) 是 i ? -1 闭的 • 因为 
x ^ domi />，我们有 } c ： dom(/>. 因为 U7 ’， 故 /CF ， 
我们就有 = fix ') 和 { y\yRx } = /!、{ y I } 由式 

(4.28), 我们 获得: 

FU )-/ O 0= tU ，/T { ylyRx }) 

= T ( A ；, Fi v { y \ yRx ))^ 

这就建立了式 U .24). 

(4) 我们证明 domOF •因为从 dom ( F )(= + P 中，我们 
将推导出一个矛盾 • 令 2 是 F 二 dom ( F ) 的一极小元•证明的思路 
是：借助等式(4.24)，去扩充 F 到^所以与 F 的极大性相矛盾* 
为了去实现这一证明，我们首先注意到 dom < iO 是闭的•因 
> F = U：T 蕴涵着 d 0 m ( F )= U < dom (/ M / en , 并且对于每一 
/ Gr , dom (/> 是 / r 1 闭的，对于上述 z ， 我们选取 

f = F [{ y \ yR*z } U { iz , r { z , F \ { y \ yRz )>}. (4*29) 

式(4,29>的右边是一集合，因为由丑*是左狭窄的， / er 并且 
2 ^ dom (/) crdom ( F ) t 这样我们就得到一个与 z 的选择相矛盾的 
结论，/是一函数，并且 Wdom ( F ), 现在，让我们证明 dom (/> 
是 i ^ 1 闭的•令 

«= dom ( Ff{jy | jyi ?*^}) = dom ( F ) n { y \ yR ^}, «是尺 -1 闭 
的，因为它是及- 1 的两个闭类的交，为了去证明 
也是及- 1 闭的，只需证明 { yly 沿 } 〔打•显然，我们有 

{ y\yRx } C { y \ yR 1 f x }* 

因为;?是 F 工 dom ( F ) 的一丑极小元，我们有 
( rdomCi 7 )^ 所以 

{ 3^1 y^z } czdom ( F ) f | { y \ y ^ 2 } = u 9 

这就获得了 dom (/) 是一 TsT 1 闭的 • 现在证明/€7\上边我们已 



经看到 《 是尺 ― 1 闭的， { y\yRz } <^ n y 所以若 x € dom 〔/)= 
«U { z } 9 那么 { } C ：« ，所以，由 / 的定义式 （4,29>: 

f\ { y{ v'y^}. 

现在，让我们区分和* = 2 这两种情况，若那么，由/ 
的定义， / U ) = FU )_ 并且由之我们已经知道 F 满足式 (4,24). 
/(%)~ F (^) = t ( a > F i > { y \ yRx } > > 

= {y\yRx}). 

亦即式 (4*28) 成立 > 若 fz ， 那么，由/的定义， 

f(z) = T(z 9 F^ { y\yRz)^ 

= T ( 之 ， /M y 丨） 兄 、 })■ 

因此，式 (4*28) 成立 • 

定义 4.17 我们令 ft 为一类关系， 万为 一类，如果类关系 

是良基的，则称尺在5上的良 基的. 这是就称 〈万， 是一良基结 

构. 

下述彐个定理的证明是平凡的. 

定理 4.23 —类关系五在类 C 上是良基的，当且仅当， C 的梅 

一不空子集合 y 都有；极小元，并且对于每一 yec ， { z \ z€cA 
都是一集合. 

定理4,21若尺是 C 上一良基的类关系，且 SCC ， 则及是" 
上的-良基类关系 • 

对一良基关系尺，我们来定义一集合、的及秩的概念《任一尺 
极小元（即一集合对于它不存在一集合夕，使得: yAY 成立）的 
丑秩为0;若对于一集合 a ；, 仅有 i ? 极小元 y 使得成立， 则欠的 
m 为 U 如此下去* 

定义 4.18 (关于良基关系秩的定义， Zermelo 1935) 令7?是 
一良基关系，序数值函数 rnki ? 或记作 P R , 递归于 i ? 定义如下： 

—Sup { P ^( y)lyRvh (4.30) 

注意，因为况是左狹窄的， { 丨是一集合，并且由此 

{&(： y ) l ： Vi ^} 也是一集合，由式 (4,30) 可以对 及归纳 地证明 



Pu ( x ^> 是对于 f 的及秩序数. 

定理心 22若及是良基的类关系，则对于所有集合，，： y 都 
有* 

% Ry ^ f > K (»)< QR ( y ). 

注记4,2由定理“19的证明看出定义“15中的左狭窄的条 
件是不可缺少的，满足条件 （1 >的关系不一定都满足条件 （2), 
例如我#1令 C » o»u 对于任意的\ yec ， 令及为 

xRy ^ On A y & y 

\fx^.OnAy^W^ 

这一关系丑显然是满足条件 （ O 的，但是 CM { 耐 >~ On , 因 
此它不是在左狭窄的 • 读者还可以绐出更多的不是左狭窄关系的 
例子 • 由定义4*15，当我们讨论 良基关 系时，仅限于讨论左狭窄 
的关系 • 


§11同构 

本节推广同构的概念，并讨论有关性质， 

定义 4. 19两个有序集合〈^，见〉和 <5 2 ,見> 之间的同构 是指： 
具有定义域为 Si 和值域为&的一个双射，使得对于任意的 h y€si, 
都有 * 

R.iix t Ksi fix^t /()’）） C4* 31) 

成立 • 

这里有序集合是指线序集合或偏序集合 • 显然，上述定义是 
定义 2*29 的推广 • 

定理 4.23 令<^，於>和<&，/? 2 >是强线序集合，/是 s [与 &之 
是的一双射函数，使得对于任意的 A .T 都有 
R\(x^y)-^R2 ( /(^)> f( 

那么，/是 〈s !，/?，〉 与之间的一同构 • 

证明我们仅需证明 * 对于使得仏(/(方，/(少>)成立的仟意 
的都有丑、（.〜， . y ) 成立 • 假定不然，因为兄是&的线序 
关系，就必然有或尺(: yj ), 由题设，当时， 有 f ⑷， 



f ( yh 当及 i ( y ,^0 时•有岛 (/( y >,/“>>• 从而获得矛盾•所以 
就获得欲证结果* 

我们曾谈到结构的槪念，我们现在再作一推广 • 

定义 4.20 我们称有序对 < U , 友> 为结构，如果可 
以是一集合，也可以是一真类）， ^ = 风与 不交， 

而见为 C7 上的关系集合.淡 2 为 U 上的函数集合（允许有常函数，卽 
卩中的特定元素 ）• 在通常情况下，尺为一有穷集合(即有一》£«， 
丑与^之间有一双射函数)•特别地，及可以仅由一个关系（或 函数〉 
所组成，我们称 F 为这一结构的域*及中的元称为基本关系， 
中的元称为基本函数 • 

例4,17令 s 为一集合，私私为 s 上二关系，/, g 分别为3上的 
一元函数和二元函数，并且令琢=彳私，岛,/,《}，这时有序对 
< 5 ，琢> 就是-“结构，为了醒目，有时，也把此结构写 作化私 ，私，/, 
g>- 

例 4. 18我们令 < 表示自然集合©上的自然次序，+表示 
® t 的加法运算，•表示@上的乘法运算，我们可以用<«>，<>表示 
自然数的有序结构，用 <®,+> 表示加法算术，用<◎，+，•>表示皮 
阿诺算术结构，当我们还要强调®上的次序关系时，也可以写作 
<©, <，+>或<«，<，+，•>. 

例 4.19 每一个有序集合 < s，/?> 都是一结构（具有二元关系 

R). 

例4,20 <^( s) f n ,> 是一 结构，为逆 （ s ) 上 

二元关系 u, 与 rix 为二个二元函数. 

例心21 <K，€> 是一结构，其中 P" 为全域， e 为 K 上的属于 

关系， 

定义4,21两个结构 < f ；, 從〉 与，级/>之间的同构是指具 
有以 U 为定义域，以?^为值域的一个一对一的函数/,使得当 C7 
中元素力， y 对在深中元素 A ： 成立时，即成立，当且仅当•《与 
夕在 W 中的对应元素 /U)，/(y ) 对于琛^中对应元素丑/也成 
立，即/(^^/(夕）成立（见图 4U ), 并且对于琢中任一函数 A 
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C 0 =±=©"_ 

图 4.4 相应元对相应关系与 /( OM/GO 同时成立或不成立 

和任意元 wSU ， yet \ 若； i(W = y , 则对于淡中的相应函数 M 
和相应元 /( 幻，/(^>也有 V </( W ) = /(： y >， 反之亦然（见图 
4.5). 对于多元函数也保持上述对应的结果*也可以概括地说口 
与 W 之间的双射函数/保持结构的关系与函数的性质* 



图 4.5 W 为二相应函数，当且仅当 V </0 r ))，，( y ) 

例 4.22 令两结构 < C7, 私， 私，貧, 於， < U f 9 R[ 9 Ri 〆,*'>是 
同构的，并且它们分别具有二元关系及，沁与 Ri , 一元函 
数足，〆，二元 函数& V•那么/是此二结构之间的一同构，如 
果下述五条均成立 • 

(1) /为卩与 cz /之 间的双射函数 I 

(2) 对于任意\ y € U , 都有 

(3) 对于任意力， yeu 9 都有 

(4) 对于任意 xGC ；， 有定义当且仅当， （/( W ) 有 
定义并且/( 〆 欠））= 〆 （/&)); 

(5) 对于任意有定义当且仅当/ 〆 （/(%)， 
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/( V )) 有定义，并且 f ( y ) y . 

二结构叫做同构的，如果它们之间存在着一同构映射 • 

定理 4.24 若<&, 兄〉 与 〈办, i ? 2 > 是同构的（其中足， 苽是二 
元关系〉，那么，有 

C 1) 私是 々的 一偏序当且仅当私是办的一偏序； 

(2) s ! 有一最小元当且仅当私有一最小元. 

证明 令 / 是 <&, 私〉与 < s 2 , 私〉的同构 •假 定私是心的一偏序， 
我们来证明沁是 52 的一偏序•首先，我们证明沁在&中是传递的 • 
因为，令: Vi ， y 2， ra € s 2 , 且: yi /? 2 y 2， ％及 2： ys •由于/是&与&的 
双射，故存在4，》 2 ，使得 . yi =/( 尤！）， ^ 2 -/( * 2 >, 

/( w ), 并且〜 兄心当 且仅当/(心）见/(〜)，亦即 yA z y 2 , 因为 
V \ Rzy 2^ 所以有 •类 似地，由 y 2 i ?2_ yj 可得到52及1尤3■并巨电 
私对 S , 传递.因此，我们有成立_由同构，我们有/(义） 
私 /(於），亦即成立•故 i ? 2 对&是传递的•对于偏序的其它条 
件是不难验证的， 

现在，假定〜有最小元，我们来推断&也有一最小元，令 
是以的最小元.亦即对所有 a € s , 都有成立*由同构就有 t 
f { a)Iiz /(*) 成立， J ( a ) 就应当是&的最小元•因为如果 v €&， 
由/的性质，必有使得 y = 但是，对于这一 A 我们有 

aRx ， 故冇/(«)/?/<%>•所以， f ( a ) 是 s 2 的最小元《 

从 <〜於> 到<&,苽〉的证明是类似的. 

定理4,25令“，<,> 是一不空的线序集合并具有下述性质《 

(1) 对于任 一 都有: yGs ， 使得^<)， 

(2) s 的每一不空子集合都有一个<，最小元， 

(3) s 的每一不空的有界子集合，都有一个<，最大元， 

那么<$，<,>与（》，<> 同构 • 

证明 我们使用递归定理来构造这一同构 • 令 a 是的最小元， 
并且令 〆 W 是$中比 〜大的 最小元•由于茶件 （ 2 ), 对于每 一 
函数是有意义的. 

由递归定理，下述函数/: 四 — S 是存在的 I 



(i) /CO)— ^ 

(ii) fin + I)" 5 *§*(/(«))• 

显然，对于每一我们有 /(«>< x /(» + l >* 由归纳法 
我们不难获得，当 》< m 时， /(»)</( 併) •而且，/是一个一对一 
的函数 • 现在，我们仅需证明 * s ^ ran /. 

假定不然，即 〆 • ran / 关0 •由 之，可令&是 ^ iraiK /) 的最小 
元*那么集合了， 

T } 

是有界的（上界为 6) 和不空的_令<?是 r 的最大元.因为 c<j>， 所 
以存在一热€山，使得•但是，不难看出，&是 s 的大于 c 的 
最小元，所以 6«/(w + l )， 即 &€ ran/» 这与6的选择相矛盾， 


习 題 

4*1 令 s = { {4}， { {4}}} 9 求 s 的传违^包- 
4.2 令5={公， {«}, ©十 1}, 求 s 的传递闲包 ♦ 

4-3 求集合 { {4}, { } 的秩 • 

4.4 说明 { 0，1 ，2,3，®，® + ， { {©}} } 不是一外延 集合， 
4.5(1 ) 给出一个外延集合但不是传违集合的例子 ■ 

任一序数集合是传递的， 

4.6 证明 s 对于关系及， R *- R = R ^ R * CZR *- 

4.7 证明： 如果尺和 s 是关系， JL 有 s 。 丑 C ， s , 那么 
4,8证明：（尺- 1 ) 11 ^…*)- 1 . 

4.9 证明： 八 w = 丑当 il 仅当尺是一传递关系 • 

4*10 证明 t R **^ R *» 

4-11 证明：若^是任一极限序数，則 X 是^，闲的* 

4.12 证明： 如 果及是 一良基关系，那么沢*也是一良基关系* 
4*13 证明：若是一良基关系， W 有 ; vh 
4.14 证明 i 若人’是左狹窄的，并且存在一函数 /: V"—On 使得式 
(4*31) 成立，那么汉是一良基的类关系 • 
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4.15 若及是一良基关系并且有: rci ?， 则吋于每一集合;《，句有 
PA^XPr{x). 

4,16对于一良基关系況，秩函数心是唯一的. 

4,17 证明： 

( I ) <5,及，/>与< 5 ，/?，/>同构， 

( I 〉若 < s _， jK ,，/ i > 与 < s 2 , i ? 2 ，/ 2 > 同构，明 < s 29 R ? 9 f 

兄，/_>同构 ■ 

<1> 若 〈〜，私，/,〉与 <S 2 ，私， / 2 > 同构 ，且 <S 2 ，/? Z ，/ 2 > 与 <5 3 , 
丑3,/3>同构， M < s X jRi /，>与 < Sa ， i 2, i ,/ a > 同构 • 

也就是说，同构看作是两个有序对之间的一关系，而且这 
一关系是一等价关系 • 

“18 试证明：对于任意的集合 sCZOn , 都有唯一的序数 a 和函教 
/,使得/是 < s ,€> 与<«，€>之间的同构映射*并且对于任 
一序数 j 3 Ss ， 都有 i 3-= ran </ ri 3)， 换言之，时于任一 
都有/(幻=匕 

4.19 试证明：知果树 r 的高度为由，并昱:/的每一层都是有穷 
的，则有一无穷的枝. 
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第五章集合的势 

§1势的概念 

集合的势是对集合的一种度量，它刻划了集合所含元素的多 

寡. 

定义对于集合~如果存在自然数《及《与 s 之间的一个 
双射函数/ (即 s 恰有》个 元素〉 ，则称 s 为有穷集合•否则，就称 s 为 

无穷集合. 

定义 5 J 对于任意的集合 h 与办，如果有 s * 与知的一双射 
函数/，则称& 与&是 等势的•这时记做或记做 Ep ( Sl , &>• 
定理 5*1 关系是一等价的类关系•亦即它是自返 
的、传递的和对称的•这就是，对于任意的集合 A ： y ， A 我们有 

(1) EpU, 外 

( 2 ) 

( 3 > Ep(^,jy)^Ep(y # jV)* 

由双射函数的概念，定理5,1是显然的* 

因为 EpCKxV , 我们可按关系 Ep 把 V 作为等价类进行 
划分•即对于每一力 € V ， 我们令 

Kp(^>= { S VAEp(^,jy) } • (5#1) 

因为总有 x € E P (幻，所以，对于每一都有 

Ep(A? 〉 _0. (5.2) 

对于任意的 Ep ( W 与 Ep ( y ), 我们有 

Ep(^)#Ep( % y)^ > -Ep(^> DEp(jy) — 0, (5.3) 

这就是说，当 EpU ) 与 Ep ( y ) 不等时，它们就不交•因为, 
如果 EpUl ^ Epb )， 并且 EpU ) flEp (夕 >尹0，即有一集合 z ， 
使得 2 GEp ( aO 且 rGEp < y ) •亦即有 Kp ( a ?， z ) 且 Epb ， y ) •由传 
递性就有于是 EpU ) = Ep(j ) ，由此推出矛盾•因此， 
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式 （53) 成立•我们可以按关系 Ep 将 V 划分等价类•这些等价类 
都是不空的并且是两两不交的•我们可以从每一个等价类中选取 
恰好一个代表充柰，并把这些代表组成一个类，叫 做集合势的采 
样类 •这是一真类 •记做 Po . M 然有 Poc + V . 

对于每一集合％它在 Po 中都有一代表 元素％ 满足我 
们称这一代表元: y 为集合^的势，并直接写做 

在形成采样类时，我们使用了类的采样原则•我们以后还要 
讨论这一原则，为了便于理解，下边我们陈述集合的采样原则， 
采样原则 若 c 是一不空集合，并且 c 的任一元都是不空的 • 
c 的任意二个元素不相等时就不相交，则存在一集合 s , 它由 c 的每 
一元素中恰取一个元素所组成 • 

在第七萆我们将要证明采样原则与单值化原则是等价的 • 

由此可见，在 P 0 的形成过程中 ，我们 使用了关于类的采样原 
贝3,如果我们不使用这一原则，我们就对以规定一集合的势“是等 
价性的类关系 E P 所划分的等价类％把等价类作为势的定义也是 
有效的•在我们在不使用采样原则时，常常可以这样理解势的概 
念《 

注记 5.1 —集合的势是什么呢？按上述说明，它还是一集 

合，是在真类 Pci 中与集合％有一一对应的那个集合•这一集合是存 
在唯…的我们有一类函数 K — Po 使得对于任一集合 
尤£7，都有 SPo . Po 是由集合的势所组成的，每一集合的 
势都在 Po 之中•我们称 Po 为势类.如何选杼势类 Po 呢？对于有穷 
集合 S ， 我们不妨选择与 S 等势的自然数 M 作为代表•与 6) —一对 
的集合 我们称 做可数 （无 努） 集合 •我们选择份即^^作为它们的 
代表.进一步地说，与某一基数—一对应的集合，我们选抒〜 
作为代表•这样，我们就有 CaczPo 了 •即任 一基数都是势（也就是 
序数的势），然而是否还有 集合％ 它的势不等于任意的基数呢？ 
这是我们本章将要讨论的问题之一_ 

注 i 己 5.2 对于集合的势，我们也可以简单池理解为，将所 
有的集合给以如下的分类 * 等势的两集合属子 H —类•不等势的 
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两集合，不属于同一类•对于桉如上原则划分了的类，每一类中 
选择一代表，这些代表全体组成类 Po , 并且 Po 中每一元都称为 
势•或者说， Po 中任一元部是此元素所代表的类中任一集合的势 
(简称为势)，无穷集合的势简称为 无穷势 • 

洼记 5.3 对亍任一不空的集合芩 EpU ) 是一真类•而不是 
一集合•例如 Ep ( l ), 即恰含有一个元素的集合所组成的 Ep ( 1 ) 
是真类，因为类 t 

{ U) \xev} 

是一真类，并且它包含在类 Ep ( l ) 之中 • 


§2类 Po 的偏序性 


现在我们在类 Po 上来建立序关系，这一序关系的基础仍然是 
一一对应 • 

定义53对于任意的两个势《与如果存在一个单射函数/, 


使得 


则称^小子等于&，记做 

定义 5.4 若 a ， 6 GPo , 八则称《 小于 \记作 
定理 (康托尔-伯恩斯坦定理）对于任 意的〜 ^ epo , 
如果则 

证明假定有一个由《到6的单射函数并且也有一个由6到4的 
单射函数，我们依此做出一个《与6之间的双射函数•不失一般性， 
我们选择集合 s ! 与 s 2 , 使得 5 i = a ， T 2 =& B .5 1 ns 2^=0^ 

首先，我们指出&1!〜是具有下述形式的所有序列 

5= {. ，欠“ y n9 . 5 

的不交并，其中序列的左边可能中止也可能不中止，右边都不中 
止，; w 为整数，并且 /( 尤 A ) = y «，《( y #*〉 •若 
x ff ^： is . ng 9 则有在 s 中出现•否则，不在 s 中出现•同样， 
苦>在/的值域之中，即 >€ ra n /， 则知在 s 中出现，否则，即 
当 > 在 ran /， 则 a ?» 不在 s 中出现，这样，我们不难理解在任一序 





列 S 中，右边总是不中止的，而左边是可能中止的•综上，我们有 
三神类型的序列•我们可以设想一个集合簇尺，使得当且仅 
当 S 是属于下述形式之一的序列黎 



(1) 左边不中止，即 

s= { ..} ， 

这种情况如图1所示，连线的起点和终点始终在 rang 与 ran / 
中摆动 • 

(2) 左边中止于某一％，其中 m 为某一固定的整数，即 

S - { .} - 

在这种情况下，连线的起点在 

(3) 左边中止于某二少叫其中辨为某一固定的整数，亦即 

5 = { jy »* ，^*+1 ，•■■_**} • 

在这种情况下，连线的起点在中•由函数/与 f 的一 
对一的性质，不难验证上述定义的集合簇 K 是两两不交的，并且 

Sl U-Si ― U fCm 、 

现在，我们依据上述三种不同的类型集合 S ， 定义下述各个 
从 SflA 到川5 2 上的一对一双射函数 < P •也就是说，我们定义一函数 
簇0，使得^€0当且仅当 1 P 满足下述条件之一： 

(0 对于上述情况（1>.也就是说， 对亍每 一整数叫都有 
与在 s 中出现•这时我们令 

< P(x„)=y 1l , n€iZi 

( ii ) 对应于上述情况（2)，我们令 

=ynt ni 







( iii ) 对于上述情况 C 3>， 我们令 

?«<«• 

上述定义的这一簇函数0有这样的两条性质： 

(1) 若屮 €中， 则平 CstXso 

<2)中是两两不交的，即若%€少，则 

Ci^2 — 0* 

令厶= 

A 是由心到&的函数，是一对一的，并且是满射的•即 A 是与 
&之间的双射函数，因此有并且 S -6, 因此，我们 
有这= 6, 

定理 5*3 对于 Po ， 若(2<&.乱6<(：，则 
证明由定理的前提，我们有单射函数 A 与/ 2 ,使得 

fila—b, 

令/ = / 2 。/,，易证/是单射，并且 
这就得到了欲证结果（见图 2)* 



定理说明由定义 5. 3确定的类 Po 上的关系< 是反对称的， 
定理5,3说明<是传递的•由此，可以说<形成 Po 上一偏序关系， 
由此可见，定理 5.2 和是势理论的基本定理，它们使集合的势 
具有了大小的性质 • 

定理对于任意的集合&与私若 & Cs 2 , 则 Kl . 

这是定理 5*2 的直接推论，可以看出，其中是 <或= 
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(这直接依赖于是否有同时成立) • 


§3康托尔定通 


定理5,5 对于任一集合〜 都有穿 〔幻 • 

证明对于任一令/(幻={%},由于当 斯竽尤 2 时， 
有{々}手{灼}_， 即 / Ut ) 妾/(负）， 所以/ 就是 f 分 （ s ) 的一 
内射函数，因此下面，我们来证明这个等号是不能成 
立的 ♦ 

假定不然，亦即存在一双射函 数平: s — 妒 ( s )， 对于任一尤^, 
< p ( X ) e ^( s ) 9 即中 u ) ci s , 当然我们可以问： 这-^ 属于中（幻 
吗？首先，令 s 。 为所有使得的那些元； V •所组成，亦即 

So ^* { A；l A 7? } ♦ (5*4) 

显然办是 S 的一子集合， Wso 6^ ( S ) ,因为炉是 S — 逆 （ s > 上的双 
射函数，所以在 S 中必有一元素> 使得抑 =< p(y ) •其次我们提出 
Sc 是否成立这样一个问题* 

若由 （5,4) 得到 3^ T ( y )， 但是，由: y 的定义， 

( P(y ) 9 所以 y$soi 

若 y 法 so , 由 spWy〉， 得到 jy 芒 9My)， 但是由 (5.4) ,^€^» 
这样，不管：>，是否属于办，都要导出矛盾，因此，这样的双 
射函数卩是不存在的，定理 5*5 得证， 

由康托尔的上 述定 立即可得下述定理 t 
定理 5.6 « o <^(6>7 - 

康托尔定理在集合论的发 M 史上具有重要意义，它首先揭示 
了存在一列集合，其势越来越大，并且是无尽止的（对于任意给 
定一 集合七 总有势比 s 的势更大的集合存在 ）• 

康托尔定理还揭示了证明数学定理的一个重要方法一对角 
方法（或对角过程 )_ 

注记5,4由康托尔定理，对任 -^£ Po , 都有&,使得 a < b . 
这样，在偏序结构 < Po ， <>中就没有孤立点了•集合可以通过取 
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冪集合逐步扩大，势也可通过取幂逐步扩大•而且这种扩大愿无 

止境的. 胃 

注记 5.5 当 s 为有穷集合时，比如，有一自然数 M， 使得 s = 

»，易证 $^ = 2 D •亦即 = 仿此，_当5为无穷集合时，我们 
也将记做2。这样，定理5,5就是， ： <2 T ，定理心 6 是，…< 

由康托尔定理，我们可以超穷递归地定义势的无穷序列 • 

定义 5*5 令 

3 = 叫， . 

H ,- U Ha , 当 
<r<A 

其中二1是希伯莱文的“贝斯”字母，这样， IU 就称为贝斯 》• 
由此 • 我们再次获得了无穷势的一个无穷序列（贝斯数的无穷序 
列 )1 

ZU, ]，3，…， zl ， …， ru，. ， （5.5) 

序列 C5.5) 与序列（夂 9 )的关系是什么呢？当然，由定义：^ = 
也就是它们的首项是相当的，其余的项是否相等呢？特别地， 
二!-叫是否成立呢？这是需要我们讨论的问题 • 

§4连读统假设 

二1==印是否成立呢？这是我们需要着重讨论的问题 • 叫是第 
一个不可数的序数，也是第二个无穷基数，而二1:是集合少（❾） 
的势 • 这就是说，我们的问题是 

—G>\ 

是否成立•由式 C3.9) 和叫的定义我们知道， 化是 大于叫的最小 
的基数•因此就有 

fi>i ^2**% (5-6) 

或者咏与？^是不可比较的•而康托尔认为任二集合的势都是可比 
较的. 
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赛的三歧性琢則 （或势的三分法）对于任意的集合 A , S 2 , 

下述三式 

Sj<S2, Si=S 2 , S2< Si 

中恰有一个成立•或者说，对于任意的 A & SPo ， 下述三式 

a<b ， a=b ， b<ia 

中恰有一个成立* 

由势的三分法，式 （5,6) 无疑是成立的•但是式 （5^) 中 
的等号是否成立呢？如果它不成立，2〜应当等于式 （3,9) 中那 
一个基数呢？康托尔猜想等号是成立的，也就是说，应当有 

2 R o = « A , (5.7) 

亦即1^=^，这就是著名的 连续统 假设，也称康托尔猜想•并且 
188 2年集合论的奠基者康托尔曾宣布，他已经证明了 
并说即将公布证明是，直至康托尔 （1845 年3月3日〜1918年1 
月 G 日）去世，也没有能公布他的证明.大概在1882年后，他发现 
了他原來的证明有错误而未公布•这位贡献卓著的伟大数学家在 
临死前，对他未能解决这一问题还表示了遗憾》 

1900年，著名数学家希尔伯特 （ D . Hilbert ) 在巴黎数学大 
会上的著名演讲《数学问题》中列举了二十三个未解决的数学问 
题，向本世纪的数学家挑战，其中第一个就是等于 吗？” 
1925年，希尔伯待曾提出一个试图解决连续统猜想的大纲，他认为 
按照他的火纲是可以证明2% =妓 1 的•然而，后来人们发现他的大 
纲也是错误的，因为他用了“自然数集合的每一子集合都是递归 
集合”这一命题*佰是，后来，递归函数理论（数理逻辑的一个分 
支〉 对算法的概念逐步楮确化，在本世纪三十年发现：并非自然 
数集合的一切子集合都是递 妇的， 递归子集合只有於。个，大量 
的子集合是不递归的 • 

%是最小的无穷基数，在注记 5.1 中我们曾 规定： 任一集合 
如果存在一函数/使得 s 与0>是一一对应的，就称集合 s 是可数 
的•不难证明奇数集合、偶数集合、平方数集合、素数集合、整 
数集合、甚至有理数集合、代数数集合都是可数的， 
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为了进一步说明对角线方法，下边我 n 来证明区间 c 0“〕中 
一切实数所构成的集合是不可数的 • 

定理57集合〔0,1〕是不可数的 • 

证明假定 OM 〕 是可数的，并且枚举它的所有的元素为斯， 

如，和 ，… ，我们知道，在0与1之间的每一实数都可以表示成为 
形式如 

d % P ^ p \ p 2 fz * . 

那样的无穷小数，其中0<和<9， i &0>. 

这1 ， dzj a^f 

便可表示为 

ao — O m ^oo fa \ poz 夕 os " 

议，=0•彡 to 夕 n : pi 2 pi 9 mt 
a ^ — 0* ^20 夕 21 " p 22 pZ 3 ' w 

fl 3=0 •彡3。户 31 ^32 p 33“ 

: ::: 

• ■琴膠 

■ P » • 

• 蠢 ♦售 

i • * ■ 

其巾对于任意的“ i ^ o >, 都有0<办.;<9•现在构造一数？， 

使得 

( 1 ) 卩€〔0，1〕， 

(2) 《不 等于式 （5,9) 中的任一数， 

令 

f 5，当夕"妾5时， 

qi = 

4，当夕"= 5时， 

q — 0^ g o q l q 2 q^^qt . ， i 殳①， (5. T 1) 

显然， （1) 与 （2) 成立 • 因为对于每一 t ' So , q t ^ p UJ 所以，？竽 
中•这就是说，式 (5.9) 并没有枚举了〔0，1〕中所有元素.因此， 
假定〔0*1〕可数就获得了矛盾•这样，〔0,1〕是不可数的 ♦ 

注记 5.6 上述定理 L 7 的证明方法是，首先假定集合 〔 CM 〕 
是可数的，既然是可数的，就有一对一的函数/,使得/: ®- co , n . 


(5.8) 

(5.9) 

(5.10) 










且⑹€〔0，1〕，并且 mn/=C(M〕. 我们把 ra n /列举为式 
(5*9), 即〔0，1〕中全部元素都列在式 C 5.9) 中了，因为 〔( M 〕 

中任一元都可表为一无限小数，即式（5.8)_其次，当我们找到 
了一数并满足证明中的条件（1)、 （2) 时，从而获得了一 
个矛盾•因此，题设〔0，1〕可数是错误的•从而完成了欲证结果•但 
是，一些初学的读者，常常对上述过程弄不清楚，有人提出，把找到 
的数^放在式 (5.9) 中不就可•数了吗？我们说，不能这样做•因 
为，前提已经规定了〔0,1〕中元都在式 （5.9) 中•证明的过程不 
在于找到一数，而在于找到了由题设所得到的矛盾命题，从而 
说明题设是不成立的•这是人们使用反证法、归镠律证明数学定 
理时的一个基本步骤* __ 

定义我们把集合 C0,i〕 的势记做亦即 
有时，也把 狄记作 〜 

定理 5.8 令这 £ 深，现， Ra < b f MCa ， W ， 

W 与 ( a ， b ) 的势都是 

证明 令 / U ) + ( b - a ^ 9 显然 / 为 C 0， l 〕—〔 a ，6 〕的一双 
射函数，这就证明了的势也是》，由于任一无穷集合删去 
有穷个点仍然与原来集合对等，从而知, U ， W , ( a ， b ) 的 
势也都是狄. 

定理 5.9 对于任意的自 然数％ « 个势为 N 的两两不相交的 
集合之并集合，其势仍然是 

_证明 令 W 个不交集合为4， S 2 , …， s =^ iUs 2 U 并 
且：二妗， l < i <« ，我们将半闭区间 〔0,1), 说 = 0<山 <&<•.♦< 
心 - iO » = l 分成打个半闭区间 〔的-!， 价）， i = l , 2, …， 《• 每一个 
半闭区间的势都是《，所以可以使 〔屯 - i ，瓜）与 s : 做成 一一对 
应，又因〔0,1〕为这些小半闭区间之并集合，所以 s 与〔0，1〕成一一 
对应，定理 得证. 

定理5_10全体实数所组成的集合琢的势也是 

证明因为淡可分割成可数无穷个半闭区间之并集合，钶 
如 
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现 =U { 〔灸 〔一为，一泠 + 1)}. (5.12) 

而区间 (0,13 可依下列方式分割成可数无穷个半闭区间的并集合 


(❶， 1 〕'^ K 4 r ， 击]}， （5 - 13) 

由定理5.9，(1/(々+ 2)，1/(灸+ 1>〕与〔为一1,幻0〔-灸，-为+ 1)是等 
势的，所&由式 （5,12) 与 （5*13) 可以获得淡与半闭区间（0，】〕 
等势，即完 

由定理 5.7 与定义 5. 6,我们有我们已有但 
是， N 与的关系是什么呢？它们是否相等呢？ 

定理 5,11集合〔0,1〕与集合％ (») 是等势的，即 


证明从略* 

定理5•: n 说明：自然数集合 a 有多少子集合的问题，就是区 
间〔 0，1 〕上有多少实数的问题，也就是实数有多少的问题•或直线 
上点有多少的问题•所以，这个问题就称之为连续统问题•连续统 
假设（英 文为 continuum hypothesis) 时常缩写为 CH ， 而广义 
连续统假设 （generalized continuum hypothesis) 

(5*14) 


时常缩写为 GCH . 

假设 C 5.7) 成立， 而且我 们知道 在心与 1之间没有其它 
势， 这样，在 fcU 与2%之间就没有其它势了，阁此， CH 就是说， 
实数集合淡的任一无穷子集合，它的势或者是可数的（亦即为 
fcU >， 或者是（亦即与淡是 -对应 的)， 用公式来表示，就 

是， 

Vs ( sCZ ^-^<^ oVT =2 k «). (5.15) 

希尔伯特在《数学间题》—文中说：“康托尔关于这种集合 
的研究，提出了一个似乎很合理的定理，可是，尽管经过坚持不 
懈的努力，还没有人能够成功地证明这条定理，这一定理 就是* 
每个由无穷多实数组成的系统，亦即实数集合货的无穷子集合 



(或点集合)，或者与自然数1,2,3…组成的集合等势，或者与全 
体实数组成的集合等势，从而与连续统（即一条直线上的点的全 
体)等势> 因此，就等势关系而言，实数的无穷子集合只有两种： 
可数集合和连续统•”他接着又说： " 由这条定理，立即可以得出结 
论：连续统所具有的势，紧接在可数集合势之后；所以，这一定 
理的证明，将在可数集合与连续统之间架起一座新的桥梁♦”希尔 
伯特的这些话，充分地表现了他对连续统问题的高度评价，并且 
在他的长长的二十三个问题的表中，第一个就写上了： “康托尔的 
连续统势的问题•” 

正因为连续统间题是数学中这样一个很根本的问题，或称为 
数学基础的问题，长期以来它一直是数理逻辑（特别是它的一个 
分支——公理集合论）的一个中心问题•近一百年来，虽然经过 
许多著名数学家的不懈的努力，取得了几项重大进展(这些发展， 
我们将在第九、十章中给以较详细的说明），但并未完全解决， 
至今仍是数理逻辑的中心问题之一，仍有不少著名的数学家为寻 
求它的答案不懈地努力* 

连续统问题的最终解决，将给数学带来重大影响*早在19 34 
年，谢 ft : 斯基 （ W , Sier P in S ki ) 在他的《连续统假设》的专著 
中，曾列举了十二个与 CH 在逻辑上等价的数学问题，并列举了 
CH 的 S 2 个推论•近年来，又有新的推论出现 • 

连续统问题是数学问题来源于几何、力学、物理等方面的现 
实问题的一个范例，希尔伯特在 《数 学问题》—文中曾严肃地批 
评一些数学家片面理解数学的严格性，他说：“这种意见，有时 
为一些颇有名望的人所提倡，我认为是完全错误的，对于严格性 
要求的这种片面理解，会立即导致对一切从儿何、力学和物理中 
提出的概念的排斥，从而堵塞来0外部世界的新的材料源泉，最 
终实际上必然会拒绝接受连续统和无理数的思想，这样一来，由 
于排斥几何和数学物理，一条多么重要的、关系到数学生命的神 
经被切断了！ ”希尔伯特的意见是十分清楚的：纯数学需要从外 
部世界中吸取新材料，外部世界是数学的新的源泉•希尔伯特热情 
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地嗒持数学与外部 世界的 联系，把它提到“数学生命的神经”这样 
的高度 • 

注记 5.7 式 (5.6) 成立是根据势的三歧性原则获得的> 换 
言之，若势的三歧性®剌不成立•则 ❿与 2%可能是不可比较的， 
即式（54)不成立.所以，式 （5,7) 是与势的三歧性原则有关 
的•同样，广义连续统假设 （5.14) 也是依赖于势的三歧性原则 
作出来的•但是，连续统假设的式 （5.15) 是与势的三歧性原则 
无关的，类似地，对于仟意的无穷势我们令 V 是大于纟的最小 
的势（它的存在性是由康托尔定理保证了的）•这样，与势的三歧 
性原则无关的广义连续统假设的形式是 

Z b ^ b f % <5.16) 

其中6为任意的无穷势， 

注记5,8在势的三歧性原则之下 〆 Po ,< >不仅是一偏序， 
而且也是一线序了 •此时，有 Po==Ca •今后，在不特別说明时，我 
们 都假定势的三歧性原则成立。 

§5基数的初等运算 

由于 Po = Ca 成立，今后基数与集公的势就统一起来了，并 
且在建立新概念、证明新定理时我们就统一运用它们的性质了* 

定义 5. 7设 ％ XgCa , 定义 

(1) Sj U S 2 ,其中？ I =扣， S . SiflS 2= 0, 

(2) Si Xs 2 r 其中 Si =々， K ， 

(3) St f Si f 其中 1=^， ？2= 人 。并且 

Sr t 52== { flflSz^Si } • 

注记 5.9 可以看出注记 5*5 中 i&r - 2 7 的约定和定义5,7 
是一致的,/:广^ 说明/是 集合 s 的特征函数，特征 函数与 s 的子集 
合是一一对应的 • ^( s ) 为 s 的所有子集合的数目，而 27 为 s 的子集 
合的特征函数的数 H •因此，*麥0>已称为 S 的幂集合, 
sit &称 做&对 S 2 的超幂或由集合&到集合1的超幕•因此，在定义 
$•7 中 + 入称基数而与 > t 之和，々•入称基数灸与入之积， V 称基数为对 
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A . 之超幕 _ 

定 X 5 d 对于任意的序数％， a 2 , 令 

<a 1 a 3 >^<p 1 ,p 2 >« ： max(ai ， a 2 )<max ( 衫， ,?2> 

V(max(«i ,« 2 ) —max(0i,^) A«i<^i> 
V ( max (« i f « 2 )— maxC ^ i ^ z ) A « t =* 3 i 

定理 5.12 由定义给出的关系及是 OnXOn 的一良序，并 
且对于任意的序数《， ® a XO a ： ^ OnXOn 的一尺前节， 

证明从略* 

定理 5.1 S 对干任意的序数 a ， 都有<叱，€>与<©*><®, ，尺〉 
是同构的，其中尺是定义 5.8 中定义的类关系♦从而有 = 

证明假定^是使得定理不成立的最小的序数•则，〜同构于 
〜的一真的尺前节，比如它同构于 

0 K (<3 t - S 2 >> =你 ， a 2 >， a 2 >及<&，&>)■ • 

令札 0« 使得艮</3 3 ，&<&，这样，有 

O ft (<3,, i 3 2 >) eS 3 x ^ $ . 

由此，我们有一使得 

Gi a =O«(<0|,^2»O3X = 

成立.由假定•由此，有 

这是一 个矛盾•因此，欲证结果成立 • 

以下三条定理是 S 然的 • 

定理 5. 14 o a + — maxf^rt ,® ^ ), 

0 a *o^i ^ max(Q>« )* 

定理 5 J 5 对于任意的无穷集合 s ， 都有其中夕# 
sXs . 

定理5, IS 若〜 为无穷集合，&关0，则 

.1 | - 
Si Xsg ^ SiU ^ s ^ xnaxCsi , Sa )， 
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§G 莱女海姆-斯科伦定理 


^定理 5.17 若/是一函数，且对于每 一;^ dom/， 都有 
则有 


U ( ran /) <©« X dom /. 


证明 


U (ran/)^(max/(.v))*dom/ 

^^ dom / 


^©^•dom / 

X dom / • 


定义 5.9 令 F 是一类函数， s 为一集合，如果 

ran ( F [ s ) crs , 

则称集合 s 是关于 F 封闭的 • 

定义 5.1D 若类& 是满足下述两个性质 


Cl) S2 〔 Si, 


( 2 > ranCFl ") C 5 i 


的最小的类，则称 A 是类 s 2 关于 F 的闭包 • 

定理 5.18 (莱文海姆-斯科伦定理）若 s 是一集合，且 F 是 
一类函 g, 则存在$关于 f 的闭包 r, 且 r 是一集合，当 s 为无穷集 
合时， J-3. 

证明对于任一集 合心令 

G ( x ) — ^\ jv ^ n(Ft %)* 


显然， G 是一个类函数•现在，递归地定义函数/如下I 

/(0 )~si 

f(n 七 lX(J(nY >， 

则 dom/=o，ran/ 是一集合，令 U (fan/>， 则 3" 是一集合， 
并且易证它是 s 关于 F 的一闭包•当 s 是一无穷集合时，有 


ran( F \sX 5 , 
f(o) ― s 9 /(«) = ?, 

U ( ran / X 5 XG >= max ( s ，©) ~ s . 
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并 FI U_( r;m/)>/(o)=s， 

因此 r=uT^7)=T. 

定理 5.18 是一个基本定理，它首先甴莱文海姆 (TjwenliMm, 
L01915 年给出，斯科伦 （Skoiem，T.) 于1920年作出了推广并 
给出了新的证明方法•这一定理还有以下的推广形式 • 

定理 5. 19若 s 是一集合，且仏，…，&是一元类函数， 
是二元类函数•即 

Fi\V-^V 9 t — k f 

H tlV ^V t —l,.” ， 份， 

则存在 s 关于类 函数匕 ，…， Fgi '，：， 的一个闭包： T， 且 
2,是一集合，当^为无穷集合时， r=r 
证明对于任一集合％令 

G( ： v) = ； vijraTi(/ 7 u a)ij ■ *■ uran( 

U an( II}) x X x) U … U mn< // r »i 、a d ) _ 

显然，是一个类函数 • 类似定理 ％：18 的证明，可获得欲证 
结果 • 

§7 蔻尼定理 

定 X 5.11 令 r 为任一集合，对于任意的/£/， h 都是一基 
数，即 { 〜 ue /} 是一簇基数•任取集合蔟使得心= 
為且使集合簇中集合两两不交•令 

yk ； 

i € / f € f 

并称1]為为基数簇丨心:（6/}的和 ■ 

上述定义中簇 {& U €/ } 两两不交的限制是非本质的，如可 
a ) x Ki , 易证，这一簇集合是两两不交的 * 

定 X 5.12 令/是任 r 集合， {} 是一簇基数，集 
合簇丨使得 A = 称 

ru= {/i(/ ： /-u^)AV^e/(/u)e^> i 
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为此集合簇的超轵(或广义 笛氏寧 ^并把 

称之为基数结的超积（或广义笛氏积，有时7也称为标号集合 >♦ 
由定义5_12可知，若/为有穷集含，且对任一化都是 
自然数，则 I ： k 和 D 心分别为有穷的算术和与算术乘积. 

i € i t € f 

定理5_20对于任意的自然数》及大于0的基数 a , …， 

〜，其中至少有一个是无穷基数，我们有 

( 1 ) X] Ky —max(K 0# Ki, — 
i € 

C 2 ) II 兄产 rnax ( k 0 ， 6 .… ，《:«>• 
tG « + 

证明 Cl ) 是显然的，证明从略•这里仅证明 （2). 我们施 
归纳于自然数 《• n -0, 结论显然成立 • 假定对 于任一 自然数 w 
(2) 成立，现在来证明 w + 1 时 （2) 也成立 ♦ 

对于自然数 w 时，归纳前提（2> 成立•可以分为两个步骤： 


Y \ . K „” (5_17) 

i G»> + 

k 0 . k 】 »*■«„, = f K m ), (5-18) 

我们来证明 

IT K / = (5.19) 

i a 

k ^ ki '' m k m * k m ^\ «= max ( fco ，/“，•-，(5.20) 
由定理 5.14 和式 （ L 18> ，式 (5.20) 是显然的•对于式 
(5.19), 由式 (5.17) 可知，满足条件 

/： m + —( U k ,)， (5.21) 

t €»* + 

(5*22) 

的函数的数目为•…，令 

k^kfki* … •kw 


现在把满足条件式（5.21>与 (5.22) 的每一函数/如下延 
拓为 gi 
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doxng=^m + 2, 

i + \ f 

a， ，=，w + 1 且《€^»小 

显然，对于每一/，都可荻得个函数。因之，式 ( S .21) 
成立•这就证明了式 C 5.10), 从 M 获得了 欲诬结 果成立 • 

定理 5*21 若对于任一序数&基数 A 与皆不为0且 
至少有一个为无穷基数，则有 

U) 若 s 雄 { <a 9 i>\a^PA^^k 0 } f 

则 = s , 

(2 ) K.I ： JC a = E (K%), 

a 6 芦 _€* €疗 

(3) 1： A = A •瓦， 

a € 存 _ 

_• m 

(4) EK * K rt = K：*S ♦ 

a 龟0 

建议读者自己证明这一定理. 

定理 5.22 对于每一序数 a ， N CT + , 是正则的* 

证明假定不然，妗全:多是汶 a 个集合的并，并且它们的 
每一个都小于等于 Na ， 这样，我们有： 

卩€ 0 <a 

这是一个矛盾，因此， Nti +1 是正则的》 

定理5,22是说，对于任一 a £ A ： r ， 狄。是正则的. 

定理5,23对于任意的基数若 


证明2〜 (1) 

<^( k 2 乂 k x ) (2) 

= 2*1七 （3) 

=2^. (4> 


其中 （1) 是由于 2 c = h ，（2) 是由于由心到的任一函数/都 
有 / dhXAj , (3) 是据注记 5*9， U ) 是由于♦知 = max ( A 2 ， Ai ) = 
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々2•这就获得了欲证结果. 

定理 S24 (蔻尼定理）对于每 一i €/， 若则有 
其中☆， M 为任意基数 • 

证明先证 EKTl X / •令& =〜， Ti ^ K i9 s;c=H &是两 

i € / i € t 

两不交的，： T, •也是两两不交的，令 

s— U Si y T — IT (5*23> 

r € / i e / . 

因为对于每一有^ = 在 c / 中取一固定元记 

做 t ••对于每一#€&•，作一函数如下 t 

domC^jr) =； (5,24) 

太，当 x 

gnij) = \ <5.25) 

l tn 当 jei . 

现在，作一对一的函数 /yr 使得当；♦时， 

因为由式 （5*24) 与 (5.25) 可知办并且是两两不交的•为 
了 fl 观地解理它们，不妨假 设/为 一有序集合，这时可知 ， &分 
别为 


’<々，6，…，心， . >， ^fl 6^1, 

<名1，方2， *" ， 0， •**•♦*〉， X 2 ^ 

< « ■■ *■ « ■■» i ** 

<《1， #2，心… ，〜， •>， 6 $if 

\ ••• ••• ■ • • ■ 

每一个 J 序列都恰好含有一个〜，其余的全为固定元素0.当 
心遍历所属集 合& 时，就分别构成了 r 的一子集合，这些子集合 
互不相客 ，且各 个都与&(斤/)等势•因此， s 与: r 的一子集合等 
势， W ~ s < T . 

其次，我们证明假定不然，就有 s 与 r 之间一一对应函 

数心即^是一对一的，且 

dom^= U s, f ra.ng= YlTt* (5.26) 

i «i t 
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因为由定义 5.12, r 中元素都是函数，其中任一函数/满足 
下述两个条件》 

/: J — ur „ <5.27) 

i € / 

Vi 67(/( nGT /). (5.28) 

由式 （5.26), 对于任一 xts , 有 〆 因此 eO ) 是满足 
式（5,27> 与 (5.28) 的某一函数/ (由于足的一对一性质， _/* 是 
存在唯 一的〉 •对于这一函数/和任意的^€/,都有换 
言之， f ( i ) eT •今 

( 5 . 29 ) 

则办是函数公在了/上的投影，显然办仍聲是一対一的•并且有 

- • " 

ran(^ s/)—s/<Jy. 

令心， J>^ran (玢 fs /), 有以手 0， 于是，我们有 

nc,¥^0. < 5 . 30 ) 

iGI 

取函数 AenG ， 显然 / a er •由《的定义，总有 一 使得 
iei 

对于这一^0,由 S 的定义，必有一 使得如 S &。， 由此》 
乃 € ran ( Kh ) •因此，对于每 一 i €/， 都有 

/o(«)€ran(^r %)• 

特別地，应当有 

/ o ( io )€ ra . n ( gto [ 5/0 )* (5_ 31) 

然而，对任一《，都有由 G 的定义，就有 

/ 0 (O^ ran(^t5#># 

特别地，就有 

/ o ( ii >)€ ranC ^/^ s ^ o ). (5.32) 

这样，式（5.31>与 C 5.32) 是一矛盾.显然，这一矛盾是由于 
假定 s 与: T 之@的双射函数 g 引起 的. 因此，这样的函数 g 是不存在 
的，亦即 

综上，我们已经证明了定理5,24成立， 

注记 5.1 G 定理 L 24 的证明过程也是对角方法的一个典型的 



应用.为了说明这一点，我们进一步分析上述证明过程，对于满 
足条件 (5.26) 的函数仏我们曾据式 (5.29) 定义函数 g 在乃 
上的投影•现在作些推广，令 

这实际上就是函数•可以称为函数 e 从集合~在乃上的投影 • 

对取对角即显然有 

. = •• ■ = 

s/=ram 尺 “ i <T / • 

这就说明了 ran 弘, C + To 从而有 

r/=7'/—ran^/./^ 0. 

这时，作集合簇丨的超积，其中的元/〜有 
对一切 W Z 都成立 * 八是由 对角方法获得的函数 • 并称之为对 
角函数 • 

例 5*1 令标号集合为％幻恒为1，恒为 L 由定理5_ 24 ,有 

JZ l<n 2, (5.33) 

i S fl 6 ® 

即 «o<2 R «. 

我们来考察 n 2 的情况•由定义 5.12, 式（5*33)，函数集合 

i£Q 

</1 /:«—2} 的数目如图 5.2 所示，这一簇中的每一函数对应于 
图5_ 3中无穷树的一个枝•这一树有一个树根（乂点）和许多节点, 



® 5.3 —棵丰潢的 ® 层二枝树 


每个节点都生出两个树叉，向左的树叉的高一层节点标上1，向右 



的则标上0,依此类推•树高为队这一树的各树枝（叩通路）对应 
于各个函数/:®—2的 取值. 也就是说，此树的每一通路都怡好表 
达满足/>今 2 的一函数，即 n 2 的一元 • 

i 

对任一 i 6®, 令， 

其中&中恰有一点，由对角方法，在中获得的函 

i 耷 a/ j €<j 

数/。就是一个对角函数 • 

.注记 5.11 式 （5.30) 的前提是，对于每一 iG A c ^0 由此 
获得式 C 5.30), 这里隐含着一条重要的原则，这就是下述乘积 
原则，或乘积定理 • 我们将证明它也是选择公理的一种等价的形 
式* 

乘积原则对于任意的标志集合 J 和定义 在/上 的函数 
若则 

n 《(0 

定理 L 25 对于任意的集合 si , ^与^我们有 
Ep((Si t s 2 ) t S3 f Si t (Sz^Sz)) 

成立。即(51^3>^7= Si t ( s 2 XSi >* 

证明我们按下述方法定义集合 （& ts 2 )t S 3 上的函数哀， 
若 /eu t s 2 > t 幻且:则 /( j)eui t 办）•也就是说是 
满足 

f ( y ) lS 2 ^ Si , (5# 34) 

的函数•这样，如果* Ss 2 , 则有 

( f ( y ))( x ) es l . (5.35) 

这时，我们用下式指定函数¥/八 

( g (/))(, x f y )= : (/( y ))( x ), (5*36) 

于是有 g (/〉| •这样，有 

g(f)^Si t (sjX^a). C5-S7) 



从而，获得 

gl(Si t s 2 ) t S 3 -^ S \ t ( S 2 Xs 3 ). 

现在我们来证明是集合 （h t S 2 )\ 5 3 到& f ( S 2 XS 3 ) 的双射函数， 
为此，我们证明 

⑴若 AOt (5 2 x S 3 )， 则有 /€(〜 th ) 使得 
g(f) = h. 

此时，对于任一： ySs a ， 令 

T y (») — h(x,y ) 9 x^S2t 

因为 即 Ty ( A )6 Sl ， 所以有 < P y € (5 l t s 2 ) •令 /( y > = 

< p ” 因此，我们有 / eah 2 ) th ， 并且有 

h (% f y ) = (/( y ) Kx ) 9 (5.38) 

从而有 〆 /) = A . 即函数 S 是满射. 

(2) 现在我们来证明忠是单射，即如果 
fz G (si t S 2 ) f 并且客 （/l ) = /?(/!)， 则 = 

因为/!与/ 2 定义域均为&，值域均为 （ s , ts z >, 而 /!( y ) 与 
/ 2 (^)定义域均为 s 2 , 值域均为&，并且由式(5*3 6 >和式 (5.35), 
我们有 

g(fr)^g(f2)^Vy^s,V^es2aft{y)X%)^(f2(yKx)) 

这样，我们就完成了 （2) 的证明 • 

综上，我们就得到了欲证结果. 

定理 S .2 G 对于任意的基 数吣， k 2 ， k 3 ， 我们有 

1^3 ^ 

洼记 5.12 定理 5_26 对于有穷基数与无穷基数都遵守同一运 

算法则 • 

蔻 尼定理 （ D _ Konig , 1905) 有几个重要的推论，下面我 
们将看到它为广义连续统假设提供了某种肯定性结论 • 

定理 5.27 对于每一序数〃，都有 

Ka < cf (2« c )* 
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证明 假如別2%)<%，则有基数簇使得对 
于每一有心<2〜，并且 I ： K f = 2〜 成立，然而由定理 

5.24, 我们有 t 

r ; K‘_<n = 

f € 少 a I 6® ff 

这是一个矛盾，因此，有〜 < cf (2 w >* 

定理 5.28 对于任一序数 a ， 若《共尾于 ％ 则2、妾\, 

证明 由定理5.27, cf (2 w O 是不可数的•然而由定理3.27, 
及《共尾于叫有 cKD =^ f (£0-^ ♦这就获得了欲证 结果. 


§8不可达基数 


在定义 3，14 中，我们曾经引进了弱不可达基数的槪念，本节 
我们使用这一概念进一步建立不可达基数的概念 • 

定义 5. 15对于任意的基数％如果 K 同时满足下述三条： 

⑴ ©< K ? 

(2) 若 s 是序数的一集合， y ^ a ^ s -> a < K ) 且 _ 5 <〜则 

rs ^ 

(3) \ f ^ c ( x < K -^ 2 x < K) f 
则称 K 为一不 可达基数* 

当取 k 为 o 时，上述定义中的条件 （2) 与 （3) 是同时成立的 • 
对照定义 3.14 不难看出，条件 （2) 表示 k 是一正则基数 • 亦即 
d(K) = K. 据注记 L 2, 对于任意的 a €/ G ， 为正则基数•然而 
这样的基数不可能满足定义中的条件 （3)• 因为当0为 a 的前驱 
时，据定理5_5,有因此，对于不可达基数，显然我们 
有下述定理 • 

定理 5.29 考数^ 是不可达的，当且仅当 ^ 是弱不可达的 
且 V 戈 

据式 (4.5), 对于每一序数 A 我们有集合(习题4.5(2> 
证明是传递集合)•定义 5.5 又引进了贝斯数，现在我们来探讨 
1^的基数、贝斯数和不可达基数的一些性质 • 



定理 5.30 对于任意的初5有 

证明我们对序数《作超¥纳法来证明这一定理 • 

(1) ^=0,我们需证明歹•因为，对于 

«6 <y 

每一自然《， iSy 有因为♦换言 
之， V 。，都是有穷集合，而且它们的势是一递增的 ® 序列 • 
显然，可以建立1^与份之间的一一对应， 

(2) 若《是一后继序数，即有一序数久使得则有 

+ V " ai + fi 〉. 

据归纳假设， + , = 因此， 

<3)若《是一极限序数，则还是一极限序数，这样， 
©+«- Sup {©+<5 M €«} ,而且由^的传递性有 

V a^a 5=3 U V^» + 3 • 

dea 

因为据归纳假设，所以，有 

V ^ + tf^U + a = E = n <» ， 

dEc d€a 

另一方面，因为 且 £ r <= u 并 a 据定义5.5，贝斯数序列是 
单调递增的，所以有 = 

^ CW + «3 = • 

定理5,31如果 〖 是一不可达基数，且《是小于 k 的任一序数， 
则 Kl 

证明对序数 C 作超穷归纳法来证明这一 定理. 设《为满足定 
理前提的任一序数，即对于小于的所有序数假设定理成 

立* 

("1) 若 a =0， 则据定义5.13(1〉，二 
(2) 若 a 为一后继序数，有一序数足使得•由归纳假 
设， J ^< K , 且由定义 5,13(3) 有 U ，< K . 


， m ■ 



(3) 若 《 是一 极限; ^数，则由归纳假设，对于每一 <5, •.〜 
：] d < K •又 因为 JC 不是小于 K 个（因为 G <«) 更小的基数之最小上 
界，所以，有 

Z},\d<a}<K. 

综上，定理得证. _ 

定理 5.32 如果 JC 是一不可达基数，且则 
证明假定 a € V *， 由 V %二我们有因此 

a〈n 

•再使用定理5,31，有且 IU < K ， 从而有 3 <K .这 
就完成了欲证结果 • 

定理中《为不可达基数是重要的条件，当基数取为通常基数 
时，定理可能是不成立的 • 


习 题 

5.1 (1) 对于少的任一予集合 s 而言，如果 s 是有穷的或者 

是有穷的，则称 s 为共有穷的集合•试证明：由所有共 
有穷的集合所组成的集合 i 一可数集合 I 
C2) 令沒是有理数集合，竺明分 “ 

5*2 令是代数教集合，证 

5.3 令/是兮越数集合，即^=滋丄, 〆 ，其中*为代数数集 
合，证明 

5.4 证明：可数个可数集合之并集合还是可数的（注意：在没有 
单值化原则时上述结果是不成立的>* 

证明定理 5.11. 

5.6 证明定理 5_2 U 

5.7 设 { hKM ， 为基数的簇，证明 

(1) I ： 0c a 十 D = ( I ： O+(d)> 

p ^ a € 卢 

C 2 ) m ( Ka *^ a ) i：= ( 

/»G.a « 6^6 

(3) I ： (K« + X tt )=( + ( I ； K 山 

a^,P <•€ 乒 
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(4) !：<«丄> =< d ).( I ： 

(5) n (.K a +x«)»(n k«) + (nx„), 

a 6 /? a € «€ $ 

(6> n d • 入 •）=( n kx m>* 

5*8 对于基教筑 { K a ,/31< z € VAi 3€ d } ，我们有 

V ff€ ^ t € ti J H> O^Y 

5«9 证明 K < K efl *°， 
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第六章公理与逻辑 

在第一 5五章中，我们阐述了直观集合论的基本内容,木章开 
始讨论形式集合沦，也就是说建立集合论的形式化理论，§ ] 是对 
公理方法的导引；§2陈述 ZF 的形式语言，这是对集合（不包括 
真契）的形式化描述；§ 3借助 ZF 形式语言陈述集合沦公理，也就 
是在 ZF 语言中将直观集合论中的基本原则形式化，§4陈述集合 
论演算，包括逻辑公理和推演规则； §5 概述形式钲明与形式定 
理，这些都是形式集合论的语法部分1 §6介绍协调性和可满足性 
的概念，把形式集合论赋予语义的解释； §7 讲述完全性的概 
念，在语法与语义之间架起了桥梁^ § 8—11借助于语法与语义 
的方法讨论 ZFC 公理之间的 关系； § 9 中的内模型方法是我们将 
要着重讨论的可构成方法的一个基本导引.本章是由直观集合论 
到形式集含论与集合论元数学的 过渡. 这里引进的形式化的和元 
数学的概念对于今后各章都是十分重要的， 

§1公理方法 

数学中的公理方法是古希腊欧几里得首创的，他在整理总结 
数学的丰富知识时，运用了亚里士多德的逻辑方法，选取少数基 
本概念和命题，作为定义、公理与公设 • 使 它们成 为儿何学的出 
发点和逻辑依据.然后运用逻辑推演出一些命题，从而获得一系列 
几何定理. 欧氏几 何不仅使儿何知识系统化，同时也是为了消除 
数学中的逻辑 隐患. 

自从欧几里得创立第一个数学公理系统后，公理方法一直是 
数学的一个重要 方法. 当一门数学（甚至其它科学）发展到相当 
成熟的阶段时，使用公理方法进行综合整理，获得更系统的知 
识，同时也可发现并消除某些逻辑 隐患， 
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皮阿诺算术公理也是最著名的公理系统之一.他的关于自然 
数的五条公理是， 

(1) 0是一个自然数； 

(2) 0不是任何其它自然数的后继者 | 

(3) 每一个自然数 a 都有一个后继者> 

(4> 如果 a 的后继者与&的后继者相等，则《与&相等 I 

(5) 数学归纳法成立* 

当我们用 A \ c 等表示自然数，并且把自然数^的后继者记 
做 V 时，自然数加法就是， 

a^O^Oj 
a + b* — (a b)*• 

依据上述已定义的加法，自然数的乘法可以定义为1 
< 2 . 0 = 0 , 
a*b + —<z •& +<j. 

当人们把上述系统作形式化处理时，就把0作为个体词，而 
把后继作为一个函数（即上述 （3) 总是成立的）•这时，皮阿诺 
的算术公理就是下述 七条： 

(0 0不是其它任何自然数的后继者，即 

V^U + ^o), 

Cii) V^Vy(^ f => t+ — — 

(iii) V ocix + 0 = .t) j 

(iv) \/x\/y(x ^ y* ={x ^ y)*)\ 

(v) V^(^*0 = 0) j 

(vi) x\/ y{x* =■ x* y + x)\ 

( vii ) 数学归纳法，亦即推论 2.2 所表达的基本思想 • 当我 
们用多 U ) 表示关于自然数的某一性质时，数学归纳法是说，如 
果夕 (0) 成立，并且对于任一自然数《，若成立，则可推 
得户 U + ) 也成立时，那么就有对于每一自然数化都有夕 b ) 成 
立，即 

夕 (0) 八 Vw (夕00—夕 ( w + ) 
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怎样描述/ >(«) 是自然数的一性质呢？从形式语言角度来 
看，就是从常项0和变元 A 方等出发，使用后继运算，加与乘 

的运筧，等号=以及 n (非），八， v , 等逻辑符 

号经形成规则所获得的公式，当变元#取为特定的自然数％时， 
#>(«») 是一命题* 

皮阿诺算术公理的建立，尤其是1899年出版的希尔伯特的 
《几何基础》具体地解决了公理方法的一些基本的逻辑问题，纠 
正了欧氏公理的错误，并建立了几何学的一个严谨的公理 系统. 
这使公理方法有了系统性和广泛的应用*这样，本世纪初，集 
合论就有了蓬勃的发展，被广泛地应用于数学的许多分支，并有不 
少数学家认为集合论是数学的基础> 但同时集合论中还有一些急 
待解决的困难问题，如连续统假设、选择公理的合理性等问题， 
这就需要对集合论的已有的丰富知识进行整理与总结，使其更条 
理化 • 集合论悖论的出现促使人们从整体上去研究集合论问题， 
建立它的形式公理系统_ 1908年出现了两个引人注意的集合论系 
统，罗素类型论与蔡梅罗系统_随后，弗兰克尔 ( A . haenkel )、 
斯科伦、冯•诺意曼、贝尔纳斯 （ P . B ernays 〉 和哥德尔 （1 C . 
Godel ) 等著名学者都在集合论公理系统方面作出了贡献•本章阐 
述由蔡梅罗开始经斯科伦和弗兰克尔修改而形成的 ZF 系统 • 

形式化的集合论公理系统有两方面的内容，一是它的形式语 
言、逻辑演算（包括逻辑公理与推演规则），二是非逻辑公理或 
称集合论公理 • 


§2 ZF 形式语亩 

现在，我们来概述 ZF 系统的形式语言，也可称之为集合沦 
形式语言*这一语言中有 
形式符号》 

( 1 ) 变元％ ： y ， $ (或加下标)，有可数多个变元，它们都 
意指集合； 

(2) 二目关系符号等词 



(3) 逻辑符 号 5 — i (否 定词〉 ，八（合取词 >， V (析取 
词），〜 c 蕴涵词）， — ^ (: 双蕴涵词），彐（存在量词 >,V (全 
称量词 )i 

(4) 技术性符号；左栝号 （， 右括号> • 

形成规则： 

(1) 对于任意的变元方， y ， 尤為少 为初级公式•任 
意的 初级公式都是公式.变元^与少在^ G 少与 方-= y 中都是 自由出 
现的，其它变元在其中都是不出现的* 

(2) 如果3与丑为公式，则一 W , ( AAB ), (4 V * B >, 
W — K 与都是公式_在公式4中自由出现的变元 

在公式 U 中也是自由出 现的， 在公式4中或在 B 中自由出现的变 
元在公式 ( AAB ), 汉）与中也是自 

由出现的， 

(3) 如果是一公式，并且变元 x 在公式中是自 
由出现的，则 V ^ IU ) 与 3:^4 U ) 都是公式.并且称变元^在公 
式 V ：^4 U ) 与 3 MU ) 中是约束出现的> 公式和 

<^>中^以外的变元是在其中是否自由出现取决于它们在 
中是否自由出现* 

在不引起误解时，按照习惯某些括号是可以省去的 • 

(5) —公式中没有变元自由 ft 现时就称它为一命题 （ 有时 
也称命题为语句 ）* 

注记 6.1 我们把变元的取值范围局限于集合•集合与属于关 
系€是这一系统的两个原始概念由此，集合和集合之间有些什 
么联系呢？这些都是由公埋系统所刻划的•读者将会看到 & ZF 公 
理系统之下我们能够定义一些特殊的集合，对于这些集合，我们 
也允许它们作为已定义了的对象在公式中出现，这种扩充了的语 
言可称为半形式化语言。 


§3 ZF 公理系统 

苜先，我们陈述 ZF 公理系统，并给出一些必要的 说明， 
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1. 外延公理 

V rV y(V y)m 

这一公理就是“任一集合都是由它的元素决定的”（外延原则 > 
的形式化_ 

2 . 空集合存在公理 

BatV y( ~ly € x) • 

这一公理是说，存在- 集合义 对于任意的集合 y， 少都不属 
于 A 这就是空集合•由外延公理，空集合是唯一的*因此，仿直 
观集合论，我们仍用符号 0 表示空集合 • 

3. 无序对集合存在公理 

VxVjy 彐之 V V«=*y)* 

这一公理就是第一章中原则2的形式化，对于任意二个集合 
都有唯一集合丨(唯一性是由外延公理获得的 K 

4- 幕集合存在公理 

V at 彐 y \/ z(^z € y ‘ -〜 ► V «(私 £ z 今 u € 龙） > 。 

显然是的形式表达，因此，满足上述 
公理的集合: y 正好是^的幂集合*这一公理正好是第一韋原则3的 
形式化 • 

5. 并集合存在公理 

一' ■ ►彐 w(«€ 尤八; 

公式；表达^是集合~的元素的元素 • 这样， 
这一公理就是第一章原则 4 的形式化. 

6. 分离公理壤式 

对于 ZF 形式语言中的任一公式 4U)， 都有 
V jy 彐 zV A-4C«)) • 

这一公理模式是第一章原则 5 的形式化.因为对于 ZF 语言中 
的任一公式 3U) 都有上述模式成立，所以，它不同于公理1 一 
5,它是一模式，实际上是无穷多条公理（因为 ZF 的形式语言中 
公式的数目为;所以这是 A s « 条公理 >• 

注记 6*2 在公理 S 的陈述中还应指出变元 y 与^不在中 
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自由出现•我们能这样作是由于我们有无穷多变元，而为 
巳知公式，在其中出现的变元总是有穷多个，因此，我们总可找 
到不在其中自由出现的变元 y ， 2 (或加 下标〉 •此外，公式 
中还可以有若干自由出现的参变元.例如，它为… 山〉， 
其中心 …人为参变元*这时公理6就可写为 

V 老 I… V/aVj 彐名 V 勿（《 £ 之 ^ — ~ ►« € y/\A(u 9 ii f m ** ti«))* 

7 . 替换公理棋式 

对于 ZF 形式语言中的任一公式都有 

\f %3\yA(x 9 y)^Vz(z^ y-* -- > 彐《 6 戈乂 

其中 <6.0 

彐鉍 € %A(u 9 z)^ 3«(«€ x/\A(u 9 z)) * (6*2) 

公理 7 是第一章中替换原则的形式化•其中变元出现的情况也 
适用于注记 

8. 无穷公理（或称无穷集合存在公理） 

彐:€ 尤八 Vy € 戈 （？ U { y } 6^))« 

其中 “ wev 5 是缩写符号，即 

Vy€^A(y) = \/yiy^x^A(y)). ( 6 . 3 ) 

注记 6.3 彐夕€«与称为受囿量词，它们分别是式 
(6,2) 与式 （6*3) 定义出来的常用的缩写符号•由式（6*1>定 
义的符号3!夕也是常用的一个缩写符号•在公理 S 中出现的 _ y(J 
{少 } 6%如同直观集合一样，是由公理 3 — 4 定义的•类似地还可 
以定义有序对 集合. 笛卡积、关系与函数等概念，读者可以平行 
于直观集合论完成相应的定义，这里从略， 

9. 正则公理 

〈戈孕 0 — 彐 y € 方 W€：y (~^€ 欠 >). 

公理9是说，对任一不空集合 a 都存在它的一元素 y ， ： y 的任 
意元都不属于 A 换句话说，它肯定任一不空集合都有一极小 
元，这正是第一章中存在极小元原则的形式化_ 

10^选择公理 



VxV (Fun(/> A Vy G^)) * 

其中 Fim (/) 表示 / 是一函数，也就是说， 

Fun(/) —V^€ / ( 3y3z(.x~{y 9 z» A V 3 / € dom/3 !z 

«^, z > E /)* (8“> 

如同直观集合论一样，我们令 /( y ) 表示满足条件 〈: y ,/< y 》 
€/. 即/ (： y > 是使得 < y ，2>€/ 成立的那个唯 一的々 且 
dom / — Bzdy^zy €/)♦ 

以上陈述的公理1 一 10就是通常说的 ZF 公理系统*有时为了 
讨论选择公理的作用也把公理 1— 9 记做 ZF ， 公理10记做 AC , 而 
把公理1 一 10记做 ZFC *1 908年蔡梅罗给出的公理系统实质上是公 
理1 一6与8—10，因此，有时也把这一组公理记做 Z , 

注记6,4我们在陈述 ZF 公理时已经使用了半形式化语言的 
描述方法•例如，正则公理中的，无穷公理中的与 : yU 
{ 和选择公理中 的夕辛 0等都不是用 ZF 形式语言描述出 

来的，因为那样做会带来许多烦锁，也有些 冗长， 例如，正则公 
理的纯肜式公式是： 

Vx ( 彐 y 彐 y ( 夕 6 xAVs ^^： 

(6.5) 

而无穷公理的纯形式公式是 

彐 rt (彐 jy( V：K y 、 !\y&x)AVy(y ^： 

Of u ( u & 2 , ~ 夕\/«=^)八方 ）））， (6.6) 

由此，我们也看到了使用半形式化语言既方便直观同时也是严格 

的* 

对照第一、二章的直观集合论基本原则不难理解公理1 一】0 
的含义和作用，并且可以理解到 ZFC 正是直观集合论的一个形式 
的刻画，或者说 ZFC 就是直观集合论的形式化， 

注记6,5由式（6.4)， （5.5) 与 (6.6), 我们对公式的辖域 
等概念作一些补充说明，式 C 6.4) 中关于 y 有董词与 Vy , 

由形成规则可知 3 y 的辖域是而 Vy 的辖域是公 
式 (〈: •同样，在式（ 6 _5)中有两个关于夕的存在量 
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词据形成规则，前一置词 3 ^的辖域是知后—个 3 ，的 
辖域是 

y&xAVz(z^y^Z~\z^x)* 

类似地，读者可获得式 （6.6) 中3% V % Vz 与3；?的各个辖 
域. 

注记6,6由无穷公理的半形式化公式到它的纯形式公式即 
式（6.6>，我们看出表达式 

yu { y ) C 6.7) 

可以大为缩短我们的公式•由公理1, 3, 5我们知道式 （6.7) 表 
达唯一的一个集合，这就是由集合: V 确定的一函数 • 因为对任一 
集合少，都有唯一的集合 h 因此这是集合的一个运算仄即 
外 {y } •类似地，我们有一目运算 Ua 妒 U > 以及二 
目运算 U (即列: V )，泌 Uuy ) 等等，这些运算都是由公 

理保证 了的. 把它们作为半形式化语言的对象对于缩短公式的长 
度是十分有益的* 

注记 6.7 选择公理也是使用半形式化语言作的缩写，其中 
*妾0仍然可换成彐而 Fun (/) 是由式 （6*4) 定义 
的，这是一个特定的公式，今后我们还常常使用这一公式，去说 
明某一集合是否是一个函数 • 这种使用公式去刻 M 某一集合是否 
具有某一性质的方法，我们将不断用到_ 

在 ZFC 中我们可以定义自然数0, 1，2, 3,等等，也可以定 
义自然数集合叫以及必+ 1，0 + 2,…•这些都是已定义了的集 
台，我们还可以有其它已定义了的 集合. 

§ 4 逻辑演算 

在§2中按照规则我们给出了命题的定义，命题在推理中有 
着特殊的作用 • 一命题或者是真的，或者是假的，并且二者必居 
其一. 命题都有明显的含义，也就是说，每个命题都表达特定的 
集合论 含义. 但是在推理过程中，我们仅考察命题的形式结构而 
不管命题的具体含义，也就是说，只考虑它的语法，不考虑它的 



语义 • 令木氏 C 为任意铪定的命题•我们有下述公理 I 

1 _ 

2 . 

3. 

4a. A/\B-*^A f 
4b ，A 八 B—B ， 

5 a . 

5b* B~-^A\/B f 

6. {A-*C ) -^ ((C) ^ V B-^C )) f 
1 . C 4-^)->( C 4— Tm 〉+7 U >， 

8» (71 

分离规则 R。： 从命题 S 和 Z 分离（或 推演〉 出命题 B. 

在分离规则中，召称为大前提，4称为小前提， B 称为结 

论. 

公理 1—8 与分离规则一起可称为命 H 演算_为陈述下述公理 
与规则，我们再引进一些概念 • 

定义 S .1 归纳地定义 ZF 中项的概念（不出现变元的项也称 
为个体常项)《 

(1) 任一变元 a 是一项 J 

(2> 任一在 ZF 中已定义了的集合都是一项！ 

〈3)若 F 是一个 a 目运算，并且 A ，…山为已知的项，则 
F ( t \ ,为项 I 

( 4 ) 项都是 经有穷 次使用 a >— （3) 获得的 • 

例集合0， a 是项，变元*是一项， ^(^),^(0), 
分 W)， 1^等都是项. 

定义 6*2 令是一公式，变元太在其中是自由出现的， 
/是 一项，公式 4(/) 是指把公式力 (or ) 中毎一自由出现的 x 都替 
换为 t 的结果 • 

定义 S .3 令为一公式， X为一变元，《是一项，且对 
于/中任一出现的变元:V ,如果^在公式中的任一出现都不 
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自由出现在量词3少或V y 的辖域之内，则称项 《对 于变元 T 在公式 
A ( x ) 中的出现是自由的，也就是项《对代入的位蜃 ft 自由的 • 

令 4U ) 为一公式，变元;^在公式中是自由出现的》 
h A 和彡 2 是项，并且项/，6与彡 2 对于变元 w 在公式乂(^)中的出现 
是自由的•令 D 为任一公式，并且变元^不在其中自由出现•这时， 
我们有如下的逻辑公理与推演 规则， 

9 * yxA(x)-^AU), 

10 . 

11 » Vxix^x) ► 

12 , ti^U-^UU^Adz))* 

形式推滇规則 

Ri 从 D — A ( x ) 推演出 D ^ V ^ A ( x ), 

Rz IkAW—D 推演出 3 xA ( x )^ D . 

在作推演时，公理 1 一 8 与分离规则沁中的命题可以推广为 
任意公式。今后在不作特别说明时，对于那些公理与规则都理解 
为这种推广后的形式•由公理1 一 12与规则2^,兄，私一起称为 
谓词演箕，由于我们所涉及的公式都是 ZF 公式，因此上述演算可 
以称之为集合论*算* 

对于公式乂—-艮我们理解为公式 01—7?) 八 (B4X) 的缩 

注记 6.8 为了推演的方便，我们可以把变元区分为两个不 
交的部分，而且每一部分都是可数无穷的，第一部分仍以 A 少以 
等或加下标表示，第二部分以 a，b，c 或 ao，ai，a 2 , …，表示，并 
称为个 体词， 后者在纯集合论公式中不出现，仅在论证中起辅助 
作用，并规定它们不再起约束变元的作用，即在任一公式中都没有 
彐 & 或\/&等出现•在项中可以出现个体词，因此，由公理9，可以 
有并且私可改为“从厶 -^( a ) 推演出 乃 — V.vA 
U)” •由分离规则，我们获得“若 D 推得水 a)， 则/>推得 VM ⑴' 
其中 a 不在 D 中出现，并且 a 在 X(a > 中出现. 

上述的12条公理除公理11外都是公理模式，因此如问分离公 



理模式一样，每一条公理模式，都是无穷条公理，毎一条椎演规则 
都是无穷条规则，例如当4为 为: 时，由公理模式1,有 

»^y-*-(y € jy) 

为一公理，当4为彐》 Vy (— b ^：«), S 为 3：» U 关时，由公理模 
式1，冇 

彐 ％V：y( 一1> 6尤）一►(彐 ^(太婪 0 >- ►彐； tVy < "1；y G a )) 

为一公理. 

推演规则也是这样.它们仅要求相应的格式.必须按照/^ 
私马况 2 的格式进行推演.如何推演呢？这是我们下节将荽讨论的 
内容 • 


55证明与定瑾 


定义 6*4 令 

A ， 毛，…，為，…，凡 （6,8〉 

是公式的一个有穷序列，如果对于任意的自然数 I ’， 

(1) ▲是 ZF 中的一条公理，或者 

(2) A 是一条逻辑公理_或者 

(3) 有力, h < i 9 使得山，为山 2 — 或者 

(4) 有， .< i ， 且有公式 4 U ). %在 4 U ) 中自由出现，有 
项/, {对于变元 a 在公式 A . v ) 的出现是自由的，有一公式 D , rv 
在乃中不自由出现，使得山为 4 U )— D ， 戌为 (或者 
山为乃 ■'*^1( 戈）， A 为乃 — V 又4(尤>)， 

则称式 （6.8) 为一形式证明（简称为一证明） • 注意，可以使用 
注记 6.8 中的说明. 

定义 L 5 对于一公式次如果有一形如式 （6.8) 的证明使 
得儿就是次则称4为 ZFC 系统中 的一条 定理.并记做 ZFC 卜次 
其中符号“卜”是一元数学符号. 

显然， ZFC 中任一公理都是一定理，且一逻辑公理也是一定 
理^ 

第一至五章中所述的直观集合论中有关集合的概念、命题和 



定理都是甫以在 ZF 中形式化的，巳有定理的证明过程也是可以 
在 ZFC 中形式化的 • 因此直观集合论中有关集合的每一定埋都是 
ZFC 中的定理•我们不再作一一说明.当然在: ZFC 中给出的证明要 
烦琐与冗长得多，同时也严谨得多， S 免可能是无懈可击的 • 
注记6,9在下述的论证过程中* 我们 常常要提到在 ZF (即 
去抻选择公理）或 Z 中的定理，它们是指在定义14中不能使用 
被去掉的公理，如在 ZF 中不允许使用 AC , 在 Z 中的 ffi 明不允许 
使用公理7,并且分別记做 ZFh ^ (表示4是 Z 3 F 中的一定埋）与 
ZhA (表示4是系统 Z 中一定理）■以后，我们还要引进用语言陈 
述的其它公理，也将使用相应的规定 • 并 II 一般来说，对于任意 
的公式集合 r ， 把定义 6.4 中的“凡是 ZF 中一条公理”改变为“儿是 
在 r 中的一公式' 由定义就可获得 r 卜的概念，并称 乂是从 
r 推导的•特別地，当 r 为空集合时.我们就汜做卜只，并称 d 为一 
逻辑定理■任一逻轵公埋都&一逻辑定理 • 


§6协调性与可满足性 


定义 S .6 对于公式的集合「，如果#在一公式>4 C 不要求4在 
r 中）使得 

rwAA—u (6.9) 

则称 r 是不协调的（或称 r 是矛盾的^如 果不存 在公式 A 使得式 
(6.9> 成立，则称 r 是协 调的. 

我们已经指出， zf 形式语言中的符号都只是一个形式的对 
象，并没赋予任何的意义•要对形式对象陚予意义，就必须在一 
论域中进行•所谓论域是指一不空的集合尨•我 们需 在论域 财 中讨 
论命题的真假问题，这就要取定 m 上任意的一个二元关系 
并且对于 ZF 语言中任一公式土 fiZ 作这样的解释： 4中出现的 
任意给定的集合都解释为对中的元素，形式符号6解释为 e 况， 
变元解释为变域为加的变元(可以自然地使用乂中的变元符号 ）_ 
逻辑词项賦予 M 上直观相应的含义，并且在似上解释后的公式记 
做乂'当 A 是- 形式命题时，就一定是关于 M 的命题，它或者 



是真的，或者是假的，或真或假二者必居其一，二者只 居其一 * 

现在，我们对賦值(解释）与模型以定义的形式做一些进一步 
地确切地刻划， 

定义 6*7 对于不空的集合 M 和 M 上的一二元关系丑（即 
MXM \ 称 M 是结构的域或基础集合， M 中元也称为 M 
中的个体,一个由 ZF 形式语言到 <M，/e> 的一个解释或賦值是指有 
一函数V，使得：任一绐定的 Zi? 公式4在 M 中有一解释•对于4中 
出现的个休词或常项《 (即已定义的集合，如0，等），都有 
少 U>€ 鉍•并且有（归纳于公式4的构造)， 

(1) < M , R > \^ aRb , 当且仅当 

(2) < M 9 R > — ―此，当且仅当 Of , 及〉 \^ A l$ 

(3) < M , R > 当且仅当•尺 > _ 山且 

<M> R ) t=^2i 

<4) < M 9 R > 当且仅当 <M, 或 

〈■M ， jR> \^A2i 

(5) < M , R > 土 ，当且仅当 Of，R> _]山或 

<A/, R> HA?! 

(6) < M , R > HVxAO •当且仅当任一有： < M，A 

(7) < M 9 R > ^= 3 xAix ), 当且仅当存在:使得 
< M , R > \= A ( x ). 

对于任意的结构<似,丑>和形式命题 A 如果有 < M ，尺> )=^4, 
我们就称形式命题2在结构(似 ，丑〉 中是可满足的，也称 
4的一个模型，在上 T 文不致于引起误解时，也称別是2的一松 
型，并简写做 M 

当丑为 M 上一属于关系€时，即(有时也把犮记为 
我们就称为一标准结衿，当似一乂时，也称加为 a 

的 一标准摸型， 

定义 8.8 

U ) 任一公式木如果在其中自由出现的不同变元为 
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A , 并 旦没有 其它的 变元在 4 中自由出现，则我们称命题 

VvV 知 4 

为公式4的全称闭包，并记做 （ 

显然，对于任一形式命题>1来说 ， C VI 就是 J 自身- 
C 2> 对于一个公式 A 如果有一不空集合 M 作论域，和一 
种解释使得4的全称闭包在对中是一真命题，即 (（ M) M (简记做 
( 是真的，则称 M 是^的槙型，并记做 Mb 儿这时就称 J 
是有模型的.也称公式/是似可满足的或 >4是可满足的 • 

定义 6*9 对于公式的一集合 S 如果有一不空集合 Af 作论域 
和一种解释，使得 S 中每一公式的全称闭包在这一解释下都是真 
的，则称财是 S 的一模型（记做 Af ^5) 或 S 是有模型的，并且也 
称 S 在 M 中是可满足的 • 

对于 ZF 公式的一集合 r 而言.它的协调性是一语法槪念，是 
关于可推演性的概念，是厂的形式特征，而它的可满足性（有模 
型的概念）是语义的概念，是关于解释和真假的概念■这两者之 
间有无联系呢？这是我们将要讨论的问题. 

定理 6,1 如累公式的集合 r 是可满足的，则 r 是协调的. 

证明由 r 可满足， 不 妨假定 m Mr •首先证明，对于任一命 
题 A ， 苕 r 卜木则有 M 也因为， r 卜4有公式序列 

… A ， …，4.， C 6.10) 

如果 A 在 r 中.则有 M 如果 A 是一逻辑公理，不难证明也 

有 M (事实 t , 这时兑在任一不空集合的任何解释下都是 

真的 k 如果土是从前边的两个公式经兄，而获得，则这时显然也 
有 Mt -沁, 如果前边有公式山，使得 A 是由山经苽（或而推 
得，则可得到 M 一為.由于对 f 作归纳，即可获得式（6.!0)中 
毎一命题在对中都是真的。又因为不可能有6使得 M 成 

立，因此，不可能有公式艮使得 

rhBAHB 

成立.由此，获得 r 是协 调的。 

定理 hi 的逆是否成立呢？下节将作出肯定性冋答. 
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V 完全性定通 

定理 S .2 如果 r 是命题的一协调的集合 ， 4为任一命题•则 
T [){ A ) 是协调的或者 ru { 飞4 1是协调的. 

证明假定不然，即 ru 与 r ( H 飞4> 都不协调，就可获 

得 r 不协调。因为，如果 ru 丨是不协调的，则有一命题 C ， 使 
得有公式序列 

A\ 9 A t$ •••, Aj 9 — , Am 

为一证明，并且4•为 CAnc •其中任一…，儿或为逻辑 
公理，或是 r 中命题，或者为或者是由前边的命题经规则 
私，而获得。这样在这一有穷序列中仅用到 r 中有穷多命题， 
不妨假定它们是 Si , …， 石因此，我们有《 

杉 I ,…， B ”，(6.11) 

如果 rt ) {04 丨 是不协调的，类似的有 r 中命题 4， …， /^，使 
得 

〜…，込 ， ^AhCA HC . (6.12) 

由命题演算，从式 <6.11>与 (6.12) 可得 
B\ t ***, D t9 — , DkhCA HC* 

从而获得 r 是不协调的，与题设相矛盾，因此，有欲证结果成立， 
定理8,3对于 ZF 形式语言中无量同出现的命题集合 r 而言， 
若 r 是协调的，则 r 有 模型， 

证明假定 r 中出现的个体词和个体常项依次为 c。，c,， 

C * …，可能有穷的但至多是可数的_这样我们可以作出所有形式为 
的命题（至多可数的并且是良 序的） 。将所有这些命題 

依次排列为》 

F 0 ， Ft , …， .• （6.13) 

现在我们归纳地定义命题如下： 

如果 ru < i<«}u { F n } 是协 调的，则令^为杏则 
令^为 HiFp 这样，由引理匕2并施归纳于《，就获得了对于任一自 
然数 《, ru { 辫都是协调的 •令 如上依据式 <6.13> 定义 
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的所有 心 之并为 g ， 我们有 r = ruG 是协调的. 

对于 t 述每一 q , 定义 d •为 C / ， 使得>是€,_=~属于: r 的最小 
下标码•这个最小码是一定存在的（因为 g =- c , •在式（6_13)中由 
逻輯公理11,它属于 r ). 令 m 为所有 a 的集合，它是不空的•令 
€«= i < d if d ,> ec / 属于 r 中）， 

这样， m 是在: r 中出现的所有个体词、个体常项的一个子集 
合，由逻辑公理11与和推演规则，在 m 中对于关系的任何 
矛盾都必然引起 r 的不协调性•容易看出，在 r 中每一命题的否定 
式不可能是如上定义的•的后承，而且 r 中每一命题都是某些 G 
的后承.因为如上定义的 M 使得所有 &都是 真的，所以 M 是： r 的 
一模型，从而 M 也是 r 的一模型， 

定义 6.10 

，… O (6.14) 

是 一 ZF 公式，其中&为3或者是V， 2(^ ，…, A ) 无量词出现， 
是(?，„的辖域，这时，称式 （6.14) 为前 束萡式 • 

例 6.2 3 x \/ 是一前束范式 • 

例 hS 式（匕5)与 （ h 6) 等都不是前束范式 • 

定理 6,4对于任意的公式 X ，都有一前束范式 B ， 使得 

I 一 A ， ... ►凡 

证明可施归纳 于/中 出现的量词的数目，这里从略，请读者 
自己完成这一定理的证明. 

定理 L 5 〈完 全性定理）如果 r 是 ZF 命题的一协调集合， 
则 r 有一模型， 

证明 我们在扩充的 ZF 语言中完成这一证明•由定理 6. 4，不 
妨设 r 中命题都是前束 范式. 由 r 我们逐步作如下的 扩充* 

令 H 是任一具有前束范式形式的良序的命题集合，依次考察 
H 中命题•对于 H 中形式为的命题，这时把命题 4( C ) 附 
加于其中 C 是在 H 中出现的个体词（即 H 中任一 C ， 都附加上 
Ac )) •对于 H 中形式为 3 A 4 U ) 的命题，任取一不在万中出现的 
个体词 c ， 并把 3( c ) 附加于 H •反复履行这一乎续获得的结果集 


• 157 . 



合记为注意： 

我们证明，若 W 协调，则协调•因为如果不协调，则由 

规则足与私，就可直接获得 H 不协调，我们令 r a = r ， r . + l = r ：, 

L = ur «, 乃是7\中所有不含有量词的命题所组成的集合。显然 
# € ^ 

兀是协调的，从而 r 2 也是协调的。 

M 是使用定理 6. 3的方法给出的:?\的模型。现在证明 M 也是 
L 的一模型•施归纳于 r 冲命题』的量词数目《, 时，即它为 

T , 中命题， M 显然为真定所有时，：^中含有 〆 r 量词的 
命题在 A / 中都是真的♦现在》>0,故4为或彐 X 5 U ) 的 
形式中的任一元在必须有形式其中☆是2'中出现的个体词 •. 
这样，就有一自然数使得 J 与^都在 r 々中出现•因为石 (C> 在 r * 
中，所以也在:/'中出现，并且由归纳假定打 ( c ) 在 M 中是真的^这 
样，对于 任意％ B ( q ) 在 M 中是真的，所以 < V . vBU ) nii 是真 
的 •当 A 为形式 3. rBU > 时，因为有万 (C) 真，所以 （3 a ^ U ) 产 
真* 这样， Af 是: T , 的模型，从而获得财是 r 的一模型^ 

定理是 ZF 语言中哥德尔完全性定理，证明方法是恒钦 
( L - A , Henkia ) 的一般方法在 ZF 语言中的应用 0 
由定理 6 a 与定理 S .5, 我们立即有下述推论 • 

定理 6. S 对于命题的任意集合 r ， 我们有 I 
r 是协调的，当且仅当 r 有一模型。 

定理 s .7 对于 zf 命题的任一集合 r 和任一命题次我们有： 
r \}{ A ) 是协调的当且仅当 

其中 rfM 表示：“从 r 不能推演出•并且为了书写方便起见， 
常常把 ru { A}imr + A . 

证明 假定 r + 2协调.如果又有 rh _ U ，那么，有 r + _IA 
并且 r +尨卜木 这样， r + 4就不协调了，这是一个矛因 
此，就有 rb ^ n 儿 

反之， 假定如果又有 r + A 不协调，则有一命题 C ， 使 
得 r +/ 1 卜 C ： 八刁 C •由命题演算就获得了 r — HZ 这与题设矛盾。因 



此，就有 r + j 是协调的. 

定理18对于 zf 语言中命题的任一集合 r 和任一命 题丄都 
有， 

r \- A 9 当且仅当对于任意 m ， 若财 l^r 则 A/|==z (即 r 的任 
一模型 m 都是 X 的一模型>* 

定理6,9对于任意的 ZF 命题糸都有 1-/13 且仅当对于任一 
模型 M ， 有 M _ A . 

定义 6.11 巳知满足条件幻时 ZF 公式 FG ) (变元 a ; 在 
其中自由出现)，对于任意的 ZF 公式4 如果乂 中无量词出现，则 
令为 A •如果2中有 《 + 1 量词出现，并且最左边的量词为 Vx 其 
辖域为则我们用公式贝尤)）替换 J 中的 VW 
(^?)(类似地，用如 ( FU ) 八执幻替换4中的士并把结 
果公式记做沭（我们称4中形式为 VWFO 〉— S (幻）和 
八 5 U )) 的子公式为 F 受囿子公式 ，相应的董词称为 F 受囿量 词）; 
继续上述手续于4中的非 F 受囿量词，并将获得的结果记做不•将 
上述手续做 《 + 1 步时，中已没有非 F 受囿的量词出现了。令 
山为凡 称丄为公式4的/^ 受囿公式. 

例 S .4 令 

彐 :vV 少 （ ~ Ijy ? ^v) t 
有 A 为彐欠 <F(aO 八 Vy(F (: E jv)). 

定理 6. 10对于任意的 ZF 命题 A 如果 1- A 则 hA . 

证明若卜木由定理6.9， 对于任意不空集合 M ， 有 
< M 9 €> i =- A ^ M ^ { xU € MAF ( aO }， 显然， M 〗 不空. 因此， 
< Mx , e > \^ A , 从而使用定义 6. 11，就有： < M , e > l =4 h 由此， 
由 A / 的任意性，再次使用定理 6_9, 就 获得： 卜爲 • 

5 8系统 Z 与替换公理 

我们首先指出在 z 中不可能推演出替换公理。由定理6,7这仅 
需要给一模型，使得 Z 的公理是真的，而替换公理不真就够了。 

定理 6.11 存在一模型 M ， 使得 



M ~Z Ei .u WO 山 
中」是替换公埋的•特例 • 

证明我们仍用，# U ) 表示集合 V 的幕集令〜 =0. 

且不难验证《 S 是系统 Z ， （由 Z 中去棹无穷 

r 

公珅后所剩下的其余公理所组成）的一模®。令^ + 1 = 
少二 Uc «, 这洋，不难验证我们有：并 a © SA /. 

■5 € • 

m 是，在 zf 中可以定义函数/，使得对干任意外€®，有 /(«) 
=〜成立，艮口有一公式所方，夕)，满足 V ： v 3 ly 万 （ Ay >以及所 《， c ，） 
在 A ? 屮为真。山此，如果存 M ! = vl ， 则/的 值域切 
就是 U 中集合.令 , r = ran /， 若则 U ■然而 = 

这矛茼说明了欲证结果成立 • 

其次，我们指出由替换公理模式可以获得分离公理模式•異 
体地说，令 Z 2 rf 】 公理〗 一 5 与 7 — g 所组成•由 Z 7 可推演出分离公理 
模式成立. 

定理 6-12 在 Z ? 中可以证明分离公理模式成立* 

证明对于任意的 ZF 公式 j (. Y )， 为了证明有 

V y 彐之 V«(« 62 ■ 令一 ►«€ 夕八 ‘4<w ) 〉 （ 6,15> 

成立。我们令 

B ( x y y ^^ y = x /\ A { x ) 9 (6_16) 

拫然，在 Zb ) 成立的任一模型中，也有 VGly 执 Y ，： y 〉 成立 • 

这样，由替换公理可以获得 

\/ y3z\ju(u^z-^^3i^ yB(t 9 u)). (6.17) 

由式 r 6,17) 与式 Cfi .16) 不难获得式(6,15〉. 

由定理6.12，在 ZF 中分离公 现模式 是可以褚略的•但是，由 
于它便于理解，并且运用方便，所以，我们还是不省略它，对于 
我们來讲，公理系统之间的独立性是不必考虑的•其实空集合存 
在公理，无序对集合存在公理也是可以由 ZF 的其它公理获得的 ♦ 
对于任何 一 公理系统.协调性问题都是重要的， ZF 是否协调 
呢？由哥德尔不完全性定坤吋以知道，如果 ZF 是协调的，则它的 



协调性在 ZF 中是不可证明 的^ 它需要有更强的公理（如增加大基 
数公理）才能证明 ZF 的协调性.因此，我们只讨论某些公理的相 
对协调性问题 • 


§ 9正则公理 

定理 4.3 已经指出了在存在极小元原则之下每一集合都是良 
基的。当然，如果没有这一原则，定理 4 t 3 是不成立的♦令 
表示是一良基集合” •并且把集合论公理1 一8记做 Z 3 •把公理9记 

下边的定理 6.11 — 6*21 都不使用正则公理，这些定理及其证 
明蔀是在2 3 中进行的. 

定理604如果对于每一 : A y 部是良基的，则 at 是良基 
的. 

证明由集合 A 首先作出•对于每一 ye % s «( y ) 是 
含有: y 的最小传递集合并且〜 ( J ) 有一秩函数•这样，对于任一 
t € ' js f Ay)f 令 r (0= rnk (彡）•如果我们令 

夕 G 太 

f(Ar) = Sup{r(>') a?}* 

就获得了定义集含 t . r 的秩函数了 •从而获得了欲证结果. 
定理 6.15 每一序数《都是良基的，并且 rnk ( a >=〜 

证明由于任一序数都是由所有小于它的序数所组成的集 
合，使用定理 H 4 与超穷归纳法即可获得欲证结果 • 

定理 6.16 如果不空集合 s 是良基的，则 s 有极小元. 
证明令 

J — { rnk( 尤 ） | 力 S 分 • 

显然，： r 是一不空的序数集合，因此 nr 是： r 的-最小的序 
数，这样 s 中满足 mk < w = n r 的那些集合 x 就長^的极小元•假定 
不然， 还有一: y € x 且:这样就有 rnk ( y )< mk (3 ) ， Bprnk 
(> o < nr , 这与 nr 为 r 的最小元相矛盾。这就获得了欲证的结 

果， 



定理 6.17 1^在2 3 中是可证明的 * 

证明正则公理是说每一不空集合都有极小元，即任一方竽 
0,有一： = 0 •定理 6.16 正是肯定每一不空的良基集 
合都有一极小元，同时，证明过程没冇用到1之外的其它的公 
理，因此，定理 6.17 成立 • 

定理6,18如果一集合欠是良基的，则幂集合穿( X )是良基 

的* 

证明 因为: v 是良基的，所以它的每一子集合也是良基的， 
由定理6.14,这就获得了多 U ) 是良 基的， 

定理 6-19 如果 -4 SZ 3 的一公理，则在 Z 3 中是可证的 • 

证明 为了产生的证明，我们有一简单的算法•因为0是 
良基的，所以空集合存在公理对良基集合是成立的，外延公理对 
于良基集合是成立的•因为如果且 J 是良基的，则 x 也是良基 
的•如果 a 与: y 是良基的，那么 {〜：y } 也是良基的，所以公理 3 对 
于良基集合成立•因为若 a ： 是良基的，从而 ySx 时， y 是良基的， 
并且 Ky ， z 也是良基的•这样由定理6,13，是良基的 •因此 并 
集合存在公理对于良基集合是成立的•若: v 是良基的，由定理6.14, 
幂集合存在公理对于良基集合是成立的， 因为® 是良基的，所以无 
穷公理戒立•替换公理对于良基集合成立理由如下 * 令 y = f ( x ) 
是一函数，对于良基集合其值: y 也是良基的，这样对于任一良基 
的心 /的值域仅由良基集合组成，所以 ran (/〖 s ) 也是良基的.由 
定理12,分离公理显然也成立，这就完成了定理的证明。 

定理 6.20 如果厶是协调的，则 ZF CBPZ 3 + R ) 是协调的. 
证明 如果 ZF 是不协调的，则有 ZF 命题万，使得 ZFI -5 八] 
B •这样，就有 ZF 公理▲，…，人，使得 

h ~ A 八…八■—召八 — ]万， (6.18) 

式（6，18)是逻辑定理，并且羔 ，…， 土是 Z 3 中的公理 ， R 
是正则公理•由式 （6.18), 使用定理6.10,我们有 

\-AiwA …八 Bijt 八 ~] B \ V * (6.19) 

但是由定理6.19，厶*在乙 3 中是可证的，由定理 6, ir , 在 
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L 中是可证明的•这样，我们有 

— Hw /\ — 

即获得 了^ 3 是不协调的•与题设相矛盾.从而完成了定理的证明. 
定义 6.12 令 r 是命题的集合，/!为一命题，若 rh /1, 则称 

4是独立于「的. 

定理 6.21 正则公理是独立于 ZF 的其它公理的，换言之， 

Z a ffR . 

证明 令 a D , a ，， …， a # ， a „+ r ， . 为个休词，我们形式 

定义 a / + 1 S $， 且当+ 1时，江/芒及/令淡⑺卜仏。，〜， 

…，〜，… h 对于任意的大于零的序数《，令 

淡 ( a > = ^(U 涿（)3>>， （6*20) 

0 <a 

其中逆(％)为 X 的幂集介.当00时，淡⑻中的对象都是集合， 
淡 ( G ) 仅由这些个体 a ; 组成 •令④ ^ == U 淡 ( a )， 并且定义6关系 

如下 * 对于集合 ^^0) 的元素％与11 2 ，如果山是一集合， Hz 是 IU 
的一元素，这时令 U 2 S 叫，否则运叫 • 如果 UU =由 ， 且有 U 2 =出 +1 ， 
则 + i 时，有11 2 硭 iii •这样，令^中有一个€降链， 

即有 a D ， ai ， …， a „， awi ,. 使得 a>，.i £ a / 成立•这样，在從中 

正则公 理不成 立.然而，不难验证 ZF 的其它公理在¥/中都成 
立•这样，即可获得欲证结果 • 

§10 ZFC 的有穷子系统 

分离公理模式和替换公理模式实际上是无穷多条公理，所以 
ZFC 是一无穷的公理系统 。 这一公理系统能否有穷公理化呢？也 
就是说，能否从 ZFC 中找到有穷条公理使得它们能够推演出 ZFC 
呢？这是本节耍回答的问题_ 

定理 6*22 令.4(4，〜，知）是 ZF 公式•在 ZFC 中 q 以 证明: 

对于任意的集合\都有一集使得 ] S }， 旦对 

于任怠的々，…， 、以 ，都有 

A{Xiy -•, »*•, x») ( 6 . 21 ) 
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成立 • 

证明不妨假定公式 -4 具有前束形式 

Q\y\*'*Q^ymB{x u x„ 9 y }9 -% y m ) 9 ( 6 . 22 ) 

并且万中是无量词的. 

首先，对于任一集合： T ， 我们 考察式 （6.22) 中第一个量词 
仏，当❻为存在量词彐，并且对于任意的々， …， x „ er 9 如果存 
在一集合使得 

02： V 2. y « s (； ir ，， …， x a yi , y 2> y ^) (6#23) 

成立，则由选择公理，可取定％，并令： { y ,}, 如果不存 

在: V :使得式 （6,23) 成立， m ^ T ^ T . 

当仏为¥时，考察式 (6.22) 的否定式， 

… 尤 ” 力， … ， y m ) 9 ( 6 » 24 ) 

— r v ， 当0为彐时， 一. 

这里， Q ^\ i = U 2, …，因为是 V ，故 (?• 

1 3,当仏为 V 时， 

为彐（据谓词 演算） ，类似地完成上述过程，也获得•应当注意， 
—定在 r 中，因此，我们有 

其次，在0为3时，考察式 (6.23), 当仏为3时，对于任意 
的 A ， 如果存在一集合，，使得 

Qsyy mr Q in y m B(xi 9 …方 n ， jy t , y 2 , …, y m ) 

成立，则由选择公理，可取定 >，并令1 2 =?\? { y 2 }, 如果不 
存在 :^， 使得式 （ L 23) 成立，则令： r 2 = : T ,, 当(? 2 为 V 时，考察 
式 (6-23) 的否定式，并完成上述类似的过程•在^为 V 时，考 
察式 (6^24) 并完成上述过程，也获得： T 2 ， 且1\^了 2 , 

对于式 （6.22) 的所有量词仏，…，继续上述过程，就 
获得了集合7^，并且令如上，对任给的: r , 我们可得: 
下面，不断使用这一过程•令5^=5, 5 ,,t = 5?, S'/=U i •这就 

获得了欲求的集合 s ', 显然，为有穷集合时， S / 至多可数， 
当 s 为无穷集合，总有 

现在，我们证明式 （6.21) 成立•对于1<々<抓,…， L ， 
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y *， ，__， y ^ S f , 令 (7(々 ，…•〜， yi ， …， 3^) 栺称公式 
Qk^iy^^'^Q^ymBixi, *^x nj y {9 • …, jyJ, 

并且总有一 《♦， 使得 A， …， A，％， …，•当为3时，如果 
(Xri， …，…,; y*) 真，则在 S“, 中总有一 y* + i， 使得 C(々， 
…，： v”” ，…） /々， y* +1 > ，即 Q* +2 yt+z … Q m y M B { xx 9 •••，…， 
y*+i，jy*+2, …， ：>u) 真I 否则若<^(4，”.，方„，71广.，3^)假，则对 
于任意的: yhi，C(A , …，;，…，假，所以，在中它 
亦假♦对于<?* + ,为V时与上述论证相类似•这样我们就完成了定理 
的证明。 

定理 L 23 ZFC 的任意有穷子系统 ( ZFC )' 的协调性在 ZJFC 
中都是可证 明的. 

证明因为 （ ZFCV 为有穷个命题，所以可以用合取词连接 
为一个命题,4•这样，由定理“22,我们可以证明有一个至多可数 
的集合\使得 

A< ― *^As 

成立，也就是说， Z 是协调的，3且仪当 S 息4的一个模塑 • 

定理 S .24 ZFC 是不可有穷化的，也就是说，不存在冇穷多 
的 ZF 公理 ▲ ，…，丄，使得对于 ZFC 的任一公理 B ， 都有 

A , …，儿卜仏 C 6.25) 

证明假定不然，即有4，…， A ,， 使式 (6.25) 成立 ，令乂 
为丄八…八尤，这样，4的协调性在 ZFC 中是可以证明的，由于 
4是允分丰富的（因为式 (5.25) 成立)，所以由哥德尔不完全 
性定理， A 的协调性在其中是不可证明的•但是，由于乂的协调性 
在 ZFC 中是可证明的，并且由于式（6_25)成立，/的协调性也 
就可以在/ I 中证明了 •这是一个矛盾•从而获得了欲证 结果* 

定理 6.22 是定理 5.18 由类函数到公式的推广•因此，在一些 
文献中也称定理6,22为莱文海姆〜斯科伦定理 • 


§11形式推演 

在定理 6.12 的证明中，我们曾经指出由式 （ bl 7 ) 与式 
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<6. ia > 不难获得式 （6*15>. a 在我们来完成这一形式推演♦首 
先给出推演的斜式步骤。然后，说明这一推演的合法性* 

(1) Vy 3 z \/ u(u £ z ^™^3 t €5^( t , u ))， 

(2) V y 3 zVu ( u £3 t ( t 6 yAu — tA -4( t))) f 

(3) ^ 彐 tO^aAust/X/Kt ))， 

(4) Vu ( uGb <—3 t ( tGaA ^^ tAA ( t )), 

( 5) c6b^^Bt(t6a/\c=t/\il(t )〉， 

(6) cgb, 

(7) 3t(ieaAc-tA^a», 

(8) d€aAc-dA^((i)» 

(9) c = d, 

CIO) d^aA^(d), 

Cll ) c 6 a 八也 c >, 

(12) cGaA^(c), 

(13) c £ b ^-c ^ aA ^4( c ), 

(14) c€a 八也 c >， 

(15) c=c, 

(16) c € a 八 c = c /\ v 4( c >, 

(17) 3t(tea/\c = tA^(t)), 

(18) c 6 b s 

(19) c€ a 八 4(c)—c€b ， 

(20) aAA(c), 

(21) Vu(u6 b-<--••u^aA^Ku)), 

(22) 彐 2Vu(ii£z' < — ►uG a 八 

(23) 彐 2 V«(u ― a 八/ l ( u ))， 

(24) Vy 彐 zVu(uGz**--»*uGyA^(u)). 

其中 a ， b , c ， d 互不相同，且都不在 （1) 中出现 、现 在我们 
来说明由 （1) 到 (24) 的逻辑严谨性。由<1>.到 （2) 是使用 
了式： (6^16) 作替换的结果•由 （2) 到 （3) 是脱去全称量词的 
结果 ，一般 地说，由 VxA ( x > 可以获得 / l ( t ) •其中 t 为任意的项，这 
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是由公理 9 相婉则 R 获得的 《导 出推演规则％并记做 
CVO Vx^(x)h^(t). 

对于（3)，我们取不在 O ) 中出现的个休词 a ,( 4) 是一假 
定的辅助前提，并且取不在 （ 1 )中出现的个体词 b , 且 b 不同于 a •由 
(4 >使用 CVO 可获得 （ 5 >• 并且任取(:为一不在 （ 1 ) 中出现且不 
同于 a , 13的>^体词 •（ 6 ) 是辅助假设，由 （ 6 ) 与< 5 ) 可获得 （ 7 >• 

( 8 >也是辅助假设，由 （ 8 >得到 （ 9 )与（10>可经公理4及 R 获得， 
<11)是由 （9), (10) 与公理12并经过 R 获得•这样，由 （8) 可获得 
(11)* 并且个体词 d 不出现在 (11) 中，这样，即可由前提 （7) 获得 
<12).01) 与 （12) 两式相同，何在推演中位置或地位不同.这一过 
程可以概述为：对于任一公式万 ( a )， 个体词 a 在 B < a ) 中出现，不 
在公式中出现，并且有下述导出的推演规则，并记做 
〔3-〕如果 B ( a ) hD , 则 3 xB ( x ) l - Z ). 

当我们令万 ( d ) 为《(1(^八0 = 3八义((^”并且£)为“(^汉八水 ( ：广 
时，这时彐士丑⑴为 “3 t ( t£aAc = tA / l ( t ))” 即 （ 7 >* 上述 （ 8) 
至 (11) 表明已有 B ( d ) l - Z >， 因此，由〔3-〕即得 

3 t ( t € aAc = tAA ( t )) h - C > 

是 （ 7 )到<12)的一形式推演.这样，由于 （ 7 唯由 （ 6 ) 与 （ 5 ) 获 
得，所以由 （ 6) 即得(12>•于是，由命题演算即得(13)。另一方面， 
假定 （14) 作为一辅助前提， （15) 是公理11与〔 V -〕直接获得的， 
于是 (16) 是由(14>与(15〉经公理 3 与 R 获得的•由（16〉到 (17) 是使 
用公理10与 R 获得的•一般说来，对于任一公式 c ), 都有下述 
导出推演规则，并记做 

C3^D B(c)hBxBU). 

从 （17) 和 （5) 即得 （ W •因为由 （14) 可获得（18>，故 
我们有 （19) •并且由（13> 与 ( IS 〉 即获得 (20) •并且 c 不在 (20) 
的前提中出现，我们就获得了（21〉•这也是一条一般的可导出的 
推演规则，即对于任意的公式序列 r , 公式 2( a ), 个体词 a 在 d ( a > 
中出现，不在 r 中出现，我们有下述导出推演规则，并记做 
若 r 卜则 r 卜 
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由 (2 t )， •对于 b 使用 C 3 + 〕， 就获得(22>•然而<22)的直接前 
提是 （ 4 ), 这时我们可把< 4 H 己做 S ( b 〉, 把 （22) 记做 Z >, 个侧 
h 不在 D 中出现，又 因为所 b )!-0, 从而有 3 xB ( x ) hD ， 即由 
(3 ) 可获得 （23) •又因为个体词 a 不在 （ 1 >中出现，所以由 i:VO 
有 （24), 从而我们看到由 （ 1 )到（24)是一个严谨的推演过程•并且 
在这一过程中隐含费重要的导出推演规则 • 我们称它们为异出 
的，是因为它们可从逻辑公理和规则推得，它们在推演过程中部 
起 t 重要的作用，并且在推演中都有着一般的方法论上的作用^ 
因此，我们称它们为导出推演规则， 

在公理集合 论中，形式推演的方法是极其重要的.每一定 
理、每一结论郎应 当&严 谨的形式推演中实现它的证明，这是公 
理集合沦区别于直观集合论的重要特点之一•公理集合论的另一 
特点是可用亍研究元数学问题，即讨论在一定的前提下哪呰命题 
是可推导的，哪些命题是不可推导的，它所使用的基本方法除形 
式化方法外主要是构造模型的方法（内模型方法与外模型方 法）. 
我们将在第九章、第十章中讨论这种方法* 

§12 ZF 可定义类 

定义 6.13 对于任一类 C ， 如果有一 ZF 公式40)，使得 

C - { 幻 XU ) 成立}， (6.26) 

则我们称 C 是在 ZF 语言中可定义的，简称为可定义的•其中 VJU ) 
成立”是指 “V 1=^ IU )”， 为了简便，常常把式 (6.26) 简写为 

C= { ^\.A(x) } - (6.27) 

式 (6*26) 或式 （6.27) 也就是》 

当且仅当7 

例 S , S 依据定理2.24,当我们把公式 OnU ), 表述为 ZF 公 
式时，就获得了序数类 On 是可定义的 • 

因为每一集合都是一个类，所以，据定义也就有可定义 
集合的概念了 •换言之，一类 C 是可定义的且为一集合时，我们就 
称 C 是一可定义集合•从而我们就获得了某一类（集合）的可定义 
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子类（子集合）的概念 T. 

例 6*6 由公式 On(：v>/\ (戈 = 0 VSuccb)) 八V》，€=»0\/ 
Sncc(y)), 就有集合0是可定义的. 

因为 ZF 语言中公式集合是可数的，所以的可定义子集合就 
是可数的•然而®的幂集合逆⑽）是不可数的，由此可知，存在 
着不是 ZF 可定义的集合•由例 6*5, 我们也知道 ZF 可定义的类也 
可以是真类•由注记 1.1, 全域V也是可定义的 • 

注记 6,10在定义 U7 中，我们对于任一关系丑曾经定义了及 
的定义域 cbmi?， 值域 rani? 和域 fldR 的概念•现在我们来推广这 
些概念，对于任意的类兄我们令 

domi2 — i 方 1 彐欠（ <3，}> } ， 

ranA>= { v ! 彐 〈方 ， : y> G 丑） } ， 
i\dR — dom R ij rani? » 

3C 中不含有序对时，其定义域、值域和域都是空集合0•从 
现在起，我们常常作这样的广义理解 • 

定理 6*25 若 G,C 2 是可定义类，则 C in C 2 , CiuC 2 , Ci-^ 

C 2 是可定义类 • 

证明 由前提有 zf 公式 ma ， 使得 
Ci— { %\ Aix) } , 

C2= { x\Eix) ) • 

因为我们有 

CinC a = { x\A(x)ABi%)} « 

C，uC 2 = { ^\ A ( xr\/BM }, 

C]—C2— { 八 ~ IjB ( a ) } 

成立，所以欲证结果成立 • 

定理 6.26 若 C 是可定义类，则 domC, [: anC 与 fldC 都是可 
定义类 • 

证明 由前提有一 ZF 公式 4<a0 ， 使得 

C= { x]Ai.x) } • 


山注记 L 10,我们有 
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domC— { y 1= 9 

ranC— { 幻 彐方彐 y ( 尤 =< 3 /, 之〉八 A( 戈 >)} 々 ： 

所以，欲证结果成立 ♦ 

定理 6.27 若 G , C 2 是可定义类，则 C , xC 2 是可定义类 • 
证明令 dU >， BU ) 分别为定义 C ,, C 2 WZF 公式，令 
C(z) — BxBy(A{x)AB(,y)Az-<^ f y» 9 
容易验证，公式 CU ) 就定义了类 GxG ， 

定理 6.28 若是一可定义的类函数，则据定理 4.12 所 
确定的函数 F 也是可定义的 • 

定理 6*29 若 F 可定义，则对《可定义，其中《为任一集合 • 

习题 

6,1试证明 I 如果我们把§ 3中的公理1, 4 ， 5 ，7， 8 ，9与 
10记做 ZF 、 则有 

(1 ) ZF 十彐欠 Vy ( n ) £尤）， 

(2 ) zf 7 V 太 ， V *2 彐匁 2)* 
6.2 试证明：如果在 ZFC 中去掉公理8 (无穷公理八把余下 

的公理记做 ZF "， 并把公理8记做 A ， 则 

ZF " ff A , 


6,3 试证明下述命题 

3x { 3u{u € ») 八 V 夕 （: y € x^^ziz 62 ))) 

与无穷公理是等价的（相对于 ZF 的其它公理） * 

6 * 4 试证明：如果 C 是可定义矣，則 UC 是可定义类 * 当(：孕 
0 时， nc 也是可定义的 • 

6 * 5 试证明习题 3 . 1 中所給出的函数/， / C 与 L 都是 ZF 可定 
义的 • 

6.6 求幂集合公理、并集合公理和正«公理的前束范式‘ 
6 . 7 令 2 (方)， DioO 与 B 为集合论演算中的公式，: v 在 4 U )， 
D { x ) 中自由出现，不在召中出现，试证明 
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(2) {- ⑴， 

C3) 1-Vl4 ( 幻 V/?—★V^AiOVB〉, 

(4) I-3MU)VB—3;Ki4U)VB >， 

⑸ 1- V x(A{x)/\B) 9 

( 6 ) hBxMx)AB^-^B%U(x)AB) 9 

(7) ► V x{B-^A{x)) 9 

(8) 彐： *(4G)_^3*(Bt4U)), 

(9) I- ► 彐戈 （ 4U)— 丑 ）, 

(10) 卜彐― x(A(»)-^B) y 

( 11 ) ^r^xdA(x)\/D^))^3xA(x)\/^0(x) 9 

(12) 卜 V » UU ) 八厶(幻） — VaIU ) 八 
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第七章选择公理 

本章讨论选择公理常见的几种等价形式，说明了选择公埋在 
一些数学论证中的重要作用.没有选择公理，许多重要的数学概 
念和数学定理是不能够获得的•本章仅讨论集合形式的选择公理， 
不讨论类形式的选择公理 ♦ 

还有一些重要的数学命题，它是 ZFC 中的定理，但不是 ZF 中 
的定理，并且它们又不与选择公理等价•为了显示它们的重要性， 
在§ 5中我们也作了一些说明.由于篇幅的限制，我们把其中 -• 些 
重要命题放到了本章的习题中，有兴趣的读者可参阅有关文献- 
有些数学命题虽然与选择公理是矛盾的 • 但对这些命题的研 
究却很有意义，其中最引人注意的是决定性公理.本章陈述了这 
一命题并论及了它们同选择公理的关系，这是因为考察决定性公 
理对于探讨选择公理的正确性是有益的 • 

§1乘积定理 

在第五章中我们曾经谈及乘积原则，也谈到它同选择公理是 
等价的，并且在蔻尼定理的证明中运用了这…原则•现在我们使 
用集合形式的单值化原则去证明我们的定理. 

定理 7*1(乘积定理）对于任意的集合^和定义域为^的一 
函数心如果则 

证明 因为且弄 0) •我们定义一 

关系 

I (7*1) 

对于这一关系丑，使用集合形式的单值化原则，就有一函数八满 
足 



/ c ： i ? 且 dom /= domi ? =» / 

因为对于任一 有 

< i , f ( i )> ejc ： R f 

所以，必有 /«)€ g ( i ) •因此，我们有 

⑴， 

亦即•欲证结果成立. 

i 6 I 

乘积定理的形式化陈述是： 
V/V^(Fun(g)AcIom J c r -7AV^/V.t«i^>6^ 
a 爹 0)—E/(Fnn(/)/\dom/ — / A € /Vy 
«i f yy f /\ii 9 z) 6 g"~^y G j?)). C7- 4) 

为简便计，今后我们把式（7_4)记为 AC ( i )* 

集合形式的单值化原则的形式陈述是 

V a? ( Re ( X > ♦ 彐 y ( Fun (；y ) /\ dom y = dom x 
AyC ： x )). (7.5) 

今后，我们把式 （7 d ) 记做 AC ( I ) ，这样，定理 7*1 的结果就是 

ZFHAC ( I )— AC ( I )• 


(7*2) 

(7.3) 


§2良序定理 

在第二聿中，我们已经引进了良序集合的概念•可以这样说， 
一个线序集合 〈心兄 > 的任一不空子集合都有一个 8* 元素，那么它 
就是良序的•我们已经知道有许多良序集合，比如序数的任一集 
合都是良序的，还有许多集合，在它们的自然顺序下或给定的次 
序下，它们不构成线序，当然也不可能是良 序的； 有些线序集合 
在它们的原次序下显然也不构成良序. 

例 7*1 <文，<>在其自然次序不是一良序集合，因为它自身 
和它的许多不空子集合在小于关系<之下没有首元素，虽然它的 
另外一些不空子集合（例如 ®) 是有首元素的 • 

例 7.2 〈多， <> 在其自然次序下不是一良序集合 • 

例 7,3 <〔0,1〕，<>, 〈涿， <> 在它们的自然次序下都不是 
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良序集 合* 

当然，有些集合改变一下次序，就可获得一良序，例 7*1 中 
的 <免，<> 若按下述次序， 

切,1，2, …， 》，• ， - 1，-2, -3, . }， 

ft 然是一良序 集合. 

还可以用其它方式来 对立进 行排序使其成为一良序集合，例 
如> 还可以排为 

{0, -1，+ 1，-2，+ 2,…}， 

这也是一良序集合•也有些集合，例如实数集合琢虽然一时找不 
到它的良序，一些学者认为它也应当能够良序化的 • 1904年，蔡 
梅罗运用选择公理证明了下述良序定理•这里，为了证明良序定 
理，我们首先陈述序数形式的选择公理，即 

V-V 彐 00 茗 (On(a> 八 Fun ( 茗）八 V；y € 匁彐芦 S 05 

(7*6) 

今后我们把式 (7.6) 记做 AC (夏 >• 

定理 7.2 每一个集合都是可以良 序的* 

证明我们使用已陈述的选择公理形式31 (即 AC ( I ))* 

对于任给的集合 S ， 由 AC ( I )， 存在一序数 a 和 a 上的一函数 

g , 对于任意集备 y ， 我们都有： 

v G 一 € ： a(y = • (7*7) 

也就是说，定义在序数《上的函数 g 恰好枚举了集合 S 中的一切元 
素•亦即 

S —{^(0) 9 《⑴，… ，岂⑻ ，…}， ?< a ， 

并且令心 = g ( j 3>， jQ <« •我们 得到： 

S = { a 0 f a 2 f -^ 9 a $9 ^'} 9 

这祥， S 与 a 建立了一 个同构 对应，从而建立了 S 上的关系 <4 U 
下，对于任意的力,令 

yi < Zsy 2—^ l { yi ) ^. g ~ l ( yz )* (7,8) 

于是，对于 S 的任一子集合我们给出相应的序数集合&如下* 
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因为&有最小元3,故 ^(/3)€ S „ 它为孓的首元素， 
因此，我们获得了 <S,<S> 是良序结构•欲证结果得证， 

我们将要证明，由良序定理还可以推演出选择公理，这样， 
它也是选择公理的一个等价形式 • 良序定理的形式化陈遂是公式: 
V 5 彐 X ( a d V jy (y C 5 八 y # 0 -^3 艺 (2 € 

^))))^ (7.9) 

今后，我们把式 <7,9> 记做 AC(fl >•为方便 起见， 我们也把势 
的三歧性原则记做 AC(VK 


§3佐恩引理 


在代数学中，有一条著名的原则，人们称之为佐恩 ( Zorn ) 
引理（见 Kurai : owski 〔1922〕* Zorn 〔1935〕)， 它不仅已应用于代 
数学，而且已应用于许多数学分支•近世代数的许多定理没有它 
是无法证 明的. 

定义 7.1 令 c 是偏序集合的一子集合 （ BkcS ), 如 
果 < c ， 及〉 是一线序，则称做 S 的链，如果 《€ S 且对于每一; jfec ， 
都有则称《是0的上界！如果 / SS 且不存在; veS ， 使得汰方， 
则称彡是 S 的极 大元. 

佐恩引理令<5,丑>是一偏序集合，如果 S 的每一链都有一 


上界，那么^有一极大元， 

证明令 < S ， i ?> 满足引理的前提，并且，对于集合 S , 我们 
使用良序定理，就给出 s 的一良序 <S, o •现在我们按这一良序 

结构超穷递归地定义一函数 I 

/: S — {0,1}， 


/(«) — 


1，当 VM & es 八石 o 八 /( 办 ）=1 —乙丑幻， 

0,其它情况， 

<7.10) 


据/ 我们定 义集合 C 如下， 

c = {« Ue 5 A / U )- l >. 

那么，/是 e 的一特征函数，并且当时，我们有 t 
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首先，我们断定 c 是一 i ? 链•对于任意〜 ySc , •若 

就一定有; 》< jy 或: yO 成立 • 

若戈 < y ， 又因为<£<:，所以，由 C 7. ll ) 即可得 t 、尺少•同 
样，由可得 

其次，由于 c 是尺链，据引理的前提，就有-••此链的上界 I 
我们来断定，这一〖就是、 S 的一极大元 • 

若不然，必然有某 一 a &, a ★(使 得识山 但是，对所有 
都有 ■( 因为且又因 i ? 为偏序） • 当然对于60和/<6>-1 
必有因此，由/的定义，就有 /( a ) = l •由 （7.11), 

所以有•这是…个矛盾《 

事实上，佐恩引理也是选择公理的等价形式之一，我们称它 
为选择公理的形式1•并记做 AC ( W ). 

定理 7*3 AC(^f)^AC( I )• 

证明 我们使用佐恩引理来 E 明对于任意的关系丑，都有一 
函数只0：及且(10111(芦） — dom ( i ^) ♦ 

任给一关系丑，令 

{/[/(= 7? AFun (/)^. (7.12) 

首先，我们断定 X 在链的并之下是封闭的，我们来讨论偏序 
集合 < X , c =>， 亦即验证它满足磋尔引理的前提 • 

假定 cCX 是一包含关系的链，我们要证 LkSX , 

若 < x ，： y>e Uc 且<方，名>€ Uc ， 则有 ^ ec ， f 2 ec t 使得 <欠， 
y > £ /|, *：?> €/2•由 C 是一链，故/| c /2 或 / z 〔/ l ， 所以 y = 

亦即 Uc 是一函数；另一方面，对于任一纟 € Uc ， 必有 一 /，使得 
fdRKief , 因此丑，所以 Ucc 丑， Ucex •因 此， Uc 是链 

f 的一上界. 

其次，由佐恩引理，我们有 X 中一极大元 F ， 我们断定尺 
J3 domF = domR, 

Fez 及是由 FGX 直接获得的 • 

假定 domi ^ domi ^ 不成立，则有一个2： € donuK 工 domF •那 
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么就有: y 6 ran /?, 即成 jy , 由此定义 t 

F f ^F{j\<z 9 y>}. 

由 (7*12), 这与 F 的极大性相矛盾•因此，欲证结 

果成立 • 

定理 7.2 可以说是 ZF 卜 AC<I>-^ACni) 成立•在 ZF 中由 AC 
(麗） 可以推演出 AC (1)_ 

佐恩引理可以说是 ZFhAC(\n^AC(W)， 车 ZF 中由良序 
定理 (AC(M>) 可以推演出佐恩引理成立 • 


§4七条等价性定理 

选择公理以蔡梅罗公理而著名，它是1904年蔡梅罗在证明良 
序定理时构造和使用的•在第六章中我们曾陈述过那条 公理， 

选择公理 （形式 VI) 对于任意的非空集合&都存在一个函数 
/( 称之为对 .#( ①上 《0}的选择函数），使得对于任意非空的 xC 
3，都有： 

AC (聩）有时也陈述为：仟由非空集合组成的簇都存在 
一选择函数/，使得对于任一3 都有 

定理 7.4 ACd )- AC ( W ). 

证明由 AC ( 对于任意集合 S ， 都有一序数《使得 

S — a if «“”•}， 这， 

亦即有 一5与《的双射函数/?, 

h ： S-*a. 

由函数\对于 S 的任一不空子集合我们都可获得《的一 
不空子集合与5!相对应，亦即 I 

s , 不空也不空，并且 nr , 是 r 的最小元，这样，我们定义/如 
下：对于任一不空的 & c ： s , 我们都使得/对&有定义，并取值为 

/(5 t )= r l ( nr l ) 

= Bx€S lg ix)=fi}). 

显然/(&〉€&,也就是说，上述定义的函数/是满足 AC ( W ) 
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的一个选择函数，这就症得了欲证结果 • 

定理 7*5 ACOD^ACC 1 ). 

证明 已知任一关系丑，对于任意 WdomOO , 集合 

(7*13) 

是不空的，由此我们作一集合 

S ⑸ | 夂 £ domCT?)} 

^{{ y \% Ry }\?( • (7.14) 

这是由非空集合组成的一簇，因此由 AC ( I ), 就有一选择 
函数/，使得对于任一 s ，， 都有 
现在，我们令 

F ^\< xJ ( S x )>\ x € domiR )} 9 (7.15) 

由 （7*15), 显然 F 是一函数，并且有 

_Fcr i ? 和 dom ( F ) = dom < 20 • 

这就获得了欲证结果 • 

在第五章§1中我们曾经陈述了采样原则，并使用它去理解 
集合的势概念.采样原则的形式化陈述为下述公式 

V x ( y ^0 /W yz ^ xiy ^ yi ^ 

yi n> r 2= : 0) 

(7.16> 

今后，我们把式 (7*16) 记做 AC ( IO . 

定理 7.6 AC < I >^ AC ( iy >. 

证明 令集合 S 满足 AC ( ff ) 中前提条件， S 的每个元都是一 
不空集合，并且 S 的任二不同元是不交的，令 H 是 S 上的一恒等函 
数，亦即对于任意都有因此，有 

于是，由 AC ( I )， 有一函数/， dom (/)- S , 并且 V & S (/<06 
//⑴）•现在令^ =以11(/>,那么，对千任一我们部有 

iflc—{/<!))-. 

集合 c 就是 Acem 中欲求的集合 • 
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走理 7 J AC ( m ^ AC<m 
证明对于任一集合 s , 我们令 

了，{{6}>^16是5的一非空子集合>, 

那么，： T 的每一元都是非空的，而且 T 的任何两个不同的元都不 
相交•因为 

<x 9 y> 6 <{b}xb) n(iy}xb f )-*%^b^b f f 
所以， T 满足 AC(m 的前提，令 c 是由 AC(1V) 获得的那一集合， 
它与 r 的每一元的交恰是一个单元集合，亦即 

cn ( W x ^) - «6 *^>h 
其中*€6,现在，我们令 

/ = cn ( UT ), 

我们证明/是 S 的一选择函数•因为，/的任一元部是厲于某一{分 
X & 的，因而对于它为形式•对于任意非空的集合 
bczs t 都有唯一的 A 使得 <&4>e/ •这是因为 /n (访 >XW 是一 
单元集合，这个 W 当然是/(6),并且它就是纟的一元•这就获得了 
欲证结果* 

定理7_8 AC ( W )- AC ( I >. 

证明任给一集合 S ， 由 AC ( W ), 存在一选择函数心使得 
对于任意不空集合 都有？ 我们取定这一函数心并 
且令 

S 产 S , 

5,-5^-U 当V为极限序数时 • 

0 <i 

因为对于任意序数 A ， 若氏4&，则 S 以竽心 2 , 并且心 
恰有一个元素，所以总存在一序数《，使得 = 0 •假定不 
然，就有 On 到 S 的一双射的函数/，满足 t 

fm 二 g ( S fi h 

那么广 1 * S ^ On . ran ( 广 ] )=<) 11 ，但是，由替换公理， 5 是一集合， 
ran (/ - t 『5) = ran ( 厂 1 >也应是一集合，这与 On 为一真类相矛盾， 
这就获得了有一序数 A 使得心==0 • 我们取满足这一性质的最小 
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序数为 a ， 而〃和/就是 AC ( I ) 中所要求的 a 与/•因此，欲证结果 
成立， 

定理 7,9 AC(I)^ACC V)- 

证明 对于任意的集合％夕，由 AC (1)， 存在二序数 a ， 玲 
和一对一的函数/, &使得 

( 7 . 17 ) 

2ey^3t€p(g(t)^^). ( 7 . 18 ) 

— I »* 

由 C 7.17> 我们有 T = v ，由 （7，18) 我们有孑 = 7 •由序数的 

三歧性和基数的性£，豊们 f _ _ = 

x < y 9 ^ = y f y < x 

三者中恰有一个成立_ 

定理 7_10 AC ( V)—Acm 
定理的 进明留 给读者作为练习》 

到现在为止，我们已经陈述了选择公理的八种形式，对于形 
式 I 一 1 H ， 我们已经在 ZF 系统中证明了如下的蕴涵式成立 s 


⑴ 

I 

-1， 

(定理7,1) 

(2) 

1 

- B r ， 

(定理 7.6) 

⑴ 

V 


(定理7.7> 

(4 ) 

W — 1， 

(定理 7.8) 

(5) 

1 

— 

(定理7.9> 

C 6) 

珊 — I ， 

(定理7‘5) 

(7 ) 

I 


(定理 7*4) 

(8 ) 


— I ， 

(定理7* 3 ) 

C 9 ) 

\1 

—1, 

(佐恩引理) 

( 10 ) 

1 

一\[， 

(定理7_2> 

(11 > 

V 


(定理 7.10) 


为了醒目起见，我们用图 7 ,lM 示上述结皋 • 

事 实上，仅从等价角度看，有几条连线是不必要的•不过为 
了加深对八种形式间关系的理解，我们还是保留了这呰连线 • 
应再次着重说明，上述十 一条定理都是公埋系统 中证明 
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m7A 逸择公理等价式的联系图 
的，不使用 ZF 公理，上述定理是不能得到的. 

§5 AC 的三项推论 

这里我们给出三个命题，它们在 ZFC 中都是对证的，而在 
ZF 中是不可证明的，并且这些命题都是数学工作者所熟知的， 
在数学的论证中人们也经常使用 它们. 

1. 连续函数的两个等价性定义 

关于连续函数的两个常见的等价定义在无 AC 时是不等价的 • 
实函数/的连续性，在通常的微积分教科书中，有下述两个定义： 

(1) 函数/ 在点〜 叫做连续的，如果对于任意的 TH 数都 
有正数々，使得对于一切 A \ x - x 0 \ <(5时，总有1 /( at ) - /(細） I < fi . 

(2) 函数/在点和叫做连续的，如果对于收敛 T A 的任何 
序列 A , A ， …，％，…，都有序列 / Ul ), f ( X 2)， …， f ( xj ， … 
收敛于点 /(☆)• 

(1 ) 称为连续函数的区域型定义 ,（ 2 ) 称为连续函数的序列 
型的 定义. 

现在，我们来考察从（ 2>推演出 （ 1 >的证明，设/在 （2) 的意 
意下于％连续•假定/在 （1 >意义下于点 ☆不 连续，则有 e >0, 
使得对于任意的(5>0,区间（別〜(5,為 + ($) 内必有一些点扒⑴， 
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有 |/(知）-/($(<5>>|>% 可取 丄，1/»， 并且对于每一九，取定 
某一 M 化） ，简记作〜，这就得到了向点 A 收敛的序列沿，…， 
知，…，俏是，对于一切这样的〜，都有 1/( 為） -/ ⑷ 

所以，这就矛盾于/在 G ) 意义下于抑连续的假设_所以由 （2 > 
可得（1>_ 

现在，我们来分析一下上述证明 * 问题在于同时适合于两个 
条件 I 跔- ^(<5)| <05与 1/( A ) - / U ⑻) l > e 的点欠⑻是否存在* 
依照通常观点，并不说明可以实际地提取出这样点并构成序列的 
原则 • 当然，这样的点的集合若是空的，则不可能选择出这样的 
点 〜来， 所以，函数/在 （1 ) 的意义下于点 ☆不 连续的假设，仅 
是说明对于某一及对于任意的3, 在区间 < A - t 5, 別+⑴内使 
得 1/( 別）-/(川 ㉔ 成立的那些点是非空的集合 • 从非空的集合 

的序列过渡到存在的序列时过程，一般来说，这要用到 
AC •从每一个选取一点， 记作、 ，这样，即可完成从 （ 2 ) 到 
(1) 的证明 • 

从 （1) 推演 （2) 的证明是无需使用 AC ^. 

2. 存在勒贝格不可测的一实数集合 

令獻%、 表示实数集合^的勒贝格 （ Lebesgue ) 测度，众 
所周知，/有可数加的性质•即，对于任意 土为 可测集 
合，且若瑪抑_桃,丄 n 上=0，则 

^(J { A „\ ne ^> } )= E 义（儿>. 

可测性及测度对于一对一的映射是不变换的.并且对于任意 
的区间 (Ca 9 f>'))=b-a. 

对于区间〔0，1〕中的实数 A 义，我 们定义 一关系 
成少，若 ; f - y 是有理数 • 

显然，关系尺是等价的 •对于 任意的％€〔0,1〕，令 
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OrCat )— 

显然，对于每一 A ； e 〔0, l ： l , 有 0 R < 幻羊0，且 

0«( 欠） #0 R (H0«( y) — 0. 

所以，由采样原则，可取采样集合 MC 〔0，1〕， 并且对于每一 
欠 G 〔0，1〕， 存在唯一的和唯一的一个有理数6使得 = 

: y + r •如果对于每一有理数 r ， 我们令 

那么我们可得实数集合/?到可数多个不交集合的划分，即 

琢 = U { M ,| r 是一有理数 }• (7.19) 

现在，我们可证明 M 是勒贝格不可测的 • 

首先，如杲 = 由式 (7.19) 可得濁）= 0，而 
这是不可能的.其次， i ( M )>0 也是不可能的•因为，这是蕴涵着 
^( C 043 )^^(U 0^卜6必且0<，<1} 

=E ^( Mr ). 

< o « i ) 八沒 (7*20) 

不等式 (7.20) 的左边等于1，而右边可以是任意大的实数 ♦ 
这样，我们就获得了 M 是勒贝格不可测的 • 

作:上述证明中，关键的步骤是使用釆样原则即选择公理去获 
得集合 


3. 依赖选择厗则 

在第四章我们介绍了依赖选择原则，即：如果尺是集合 S 上 
的一关系，使得对于每一仏心都有一 讯; r ,》)， 那么在 S 中 


就有一序列 


使得 


HOf dif …， 汉 n ， + … f 

a\ ： Ra \ 9 a] Rai ， …， + ••• 


(7,21) 


C7_22) 


成立 • 

规在，我们从 AC ( I )出发，来证明依赖选择原则 _ 令5 = 
fid ( ie ), 并且令欠满足依赖选择原则的前提，仪需证明当及非自反 
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时的情形,此时，显然存在一序数 a (并且0在幻和《上一函数&满 
足下式 

当且仅当彐 C 7,23> 
我们定义函数/如下， 

/(0)=艺 <0>， 

其中巧 为满足条件况 (/(«>, g (夕 ）） 的最小自然数 P 令沿= 
/( i ) •由此，我们就获得了 

这一序列满足式 ( 7 . 22 ) f 这就获得了欲证结果 • 

§6 决定性公理 

在对策论的研究中，人们发现了一些很有趣的对策，例如， 
对于 a t a 上的每一子 集合& 与它相关的二人对策仏定义如下* 
局中人1，1相继取任意的自然数 • 

1 I ao ， a ” a 2 ， … ，如，…（对于任意，有 
I I &。， 厶 I , 厶2， _••» 6 ”… （对于任意 

显然，<如，&0,«1，匕，，..>亦即一函数心山，似属于似 t 山.如果 
此函数属于 S ， 则1胜，否则1胜， 

对于 I 的一策略/意指一函数，它的定义域为自然数集合，取 
值也为自然数•一策略/在&中叫做对丨为必胜的，如果 I 按/取 
值，即心= /( V - U ， （因为仏，…，仏 - i 6 切 ，显然〜… 

则 I 必胜•类似地可定义对 I 的必胜策略 • 

对策 G 叫做决定的，如果1或 I 有必胜策略 • 

决定性公理（记做 AD ) 对于每一集合 sCtaf «，心都是决定的 • 
这一公理同 AC 在逻辑上是相互冲突的， 

定理 7.11 如果 AC 成立，则存彺一集合 scot %使得&是 

非决定的* 

证明由 AC 成立，可以令妗，是、使得=说 r 的一无穷基 
数_用超穷递归，对于每一 《< a ， 我们构造集合“， y “， 使得《 
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X^CZX\CZX2^ … CI:v;<»C 

yodyiCZ y 2 亡 … C …, 

= -Z=Z 

% Q y a 

x^O Va — 0 f 

并且使得心是不决定的，因为策略数目是2%个，令 

/.(«<%) &所有 的策略的一个枚举.令 GCA ， 并且假定对于所 
有的3<心我们已定义了心， jVf 如果 a 是极限序数，那么就令 

为 《= y a - U yff* 

如果+ 我们构造〜 + i 与: yMi 如下，所有序列//&，1〕= 
〈^^，^^，…、/的集合有基数#%其中每一序列是由这样的一 
策略而获得的，每一策略都是1使用对策乃， I 任意取心, 

策略的数目就是 S 的各步取任意的所有可能的序列即<%, 

K …〉的数目•这样，就 f 在曹冗似个® (亦即&=<&，&， …〉） 
使得(因为： &</ io r )， 我们选择最小的这样的& 
r 在由 AC 所获得的 of ①的良序下)，并且令力1^=*>^1) 、 htb ， 
I 〕}，类似地存在《€〔0,]〕，使得有八〔《， I 〕萑 yot ， 其中/及 
::〜/〕是 I 玩0和 S 使用策略乃所得到的游戏，我们选择最小的 
这样的《 (同 样在必 的上述良序下），并且令々 + i=〜U 

最后当我们令 U 〜时，我们就获得一个非决定的对策， 

A <CD f 

因为每一对策/ 都是八 之一，并且就获得了对于在对策 ( 义中，每 
—个局人都没有必胜策略 • 

在这个定理的证明中，需要用到是良序的， 且由 AC 才 
有 〜使得 t 。 这都是 AC 的推论是非决定的就是说 AD 不 
成立•这就断定了 ， ZF + ACH 1 AD . 

§7 ZF + AD 的两条定理 
在 ZF + AD 之下某些弱的选择公理成立 * 
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定理 7,12 若 ZF + AD , 则实数的不空集合的每一可数簇都 
有一选择函数 • 

证明 如果是资的不空子集合的一可数簇， 
那么 S 有一选择函数.因为，如果局中人I使用这=<^。,^1，《2, — >， 
而局中人I 使用&，&，•••>，那么我们令 I恰好在 
的情况时取胜，在这一对策中局中人I就没有取胜的策略，因为 
一旦I玩办，I就能够容易地玩6而使得办€^ 0 ，所以，I就有一取 
胜的策略/，并 a 我们定义 s 上一选择函数&令#%)是1使用 
/在对抗玩<»，0,0,0, …〉 时玩的6， 

选择公理的上述弱形式有两条重要的结论，其一是说，叫是 
正则基数，其二是说，勒贝格测度有可加性 • 

下述定理是值得注意的* 

定理 7.13 若 ZF + AD 成立，则实数的每一集合都是勒贝格 
可测的 • 

这一定理的证明，留给读者作为 练习* 

定理和 7 •: U 告诉我们在 ZF 中 AC 与 AD 是互相矛盾的•近 
年来，集合论学者在 ZF + AD 中作了许多有趣的研究，获得一批 
值得重视的结果•正因为如此，对 AC 的进一步研究就具有更太的 
现实意义了， 


§8选择公理的几种弱形式 

贝尔纳斯 < Bema y s )、 塔斯基 （ Tarski )、 库拉托夫斯基 
( Kuratowski )、 海尔佩恩 （ Halpem ) 和耶哈 ( Jech ) 等人详 
细地研究了选择公理的各种弱形式，并且证明了它们在 ZF 中是不 
可证明的，在 ZFC 是可证的，而 ZF 加上它们中任何一条都不 
能推演选择公理*同时也揭示了这些较弱的选择公理在各自的应 
用都是不可缺少的•我们挑选其中几条重要的列举如下， 

K 次序原则（简记做 OP ), 每一集合都是能够被线序的 • 

2. 对于》个元素集合簇的选择（简记作 C „> :对于任一具》 
个元素的集合组成的簇 S (即若则: v 恰有 w 个元素>，都有一 
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函数 /, 使得若则 

3. 对于有穷集合策的选择（简记做 ACF >, 对于任一有穷的 
集合簇 S (即若则 x 为一有穷集 合〉， 都有一函数/,使得 
若则 / U)€a 

4. 序扩充原则 （简 记做 OEP ), 任一集合 S 的每一偏序都能 
够被扩充到 S 的一线序（或称全序 : K 

5* 挑选原则（简记做 SP >, 对于每一集合簇 S ， 它的任一元 
至少有两个元素，部存在一函数/，使得对于 6' 中任 一元心 都有 
/ U ) 妾0且/(幻是 Y 的一真子集 • 

6, ACW , 对于任一良序集合，选择公理成立 • 

7. 素理想定理（简记做 PIT 、 每一布尔代数都有一素理 
想. 

上述1 一 7都是 AC 的推论•并且人们已经证明在 ZF 中有下述 
结果成立(符号 “4" 表示不蕴涵）： 

PIT -^ AC , SP -^ AC , OP ^> AC , ACW -^ AC , 

OP 分 SP ， SP - aPIT , pit ^ sp , acw -^ op , 

OP 七 OEP ， OEP -^ PIT , OP -^ ACW t C 2 -^ ACF , 
ACW -^ ACF , 

PIT x 

? OP ^ ACF ^ C 2 * 

SP / 

我们再一次描述几种弱的选择公理 • = 

8* AC *, k 为基数，不空集合每一族: v 使得 : v = K ， 且％ 有一选 

择函数. 

9* Wn 0 , 每一无穷集合都有一可数子集合 • 
to . uc Kl K 为一基数，若 S 为不空集合，況为二元关系使得 
对于每一 fl < K 和 S 的元素的每 一 a 序列(其中心€5)， 
都存在: y £ S 满足那么存在一函数 /: k ^ S ， 使得，对于每一 
a < K ， lf [ a ) Rf ( a ). 

显然，00 6 即第四章§ 8 中引进的依赖选择原则（有时为方 
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便起见简写为 DC >* 

11* 对于每一图&如果 C 的每一有穷子图都可着色 
的，则6是《-可着色的， 

人们已经证明下述命题是在 ZF 中可证的, 

PIT -^ P fl (对于每一 

C2 - ►Pj, 

P 3 吵 PIT ， 

yt\fKAC^ ^ 

AC DC - AC ^- W ^, 

、 DC», ’ 

这些命题的证明有些是不难的，有些是相当困难的，凡是关 
于“分"即不蕴涵的证明都比较复杂，甚至要运用我们将在第十章 
中阐述的方法< 因此，上述命题的证明可以作为练习，读者自己 
建立它们的证明，也可％考〔52〕* 

习 题 


7.1 证明定理 7.10. 

7.2 使用 AC (11) 证明 s 对于任_集合 S , 都存在一序教0， 
与 S 同构 * 

7,3令 T 是集合的一菽,我们说 7' 有有穷性质，如果对于每 
一七 Y 属于 r 当且仅当: v 的每一有穷子集合都属亍7\ 

图基 (Tukey ) 引理： 令厂 是集合的一 '不 空展.如果7有有穷 
性項，那么 T 就有一极大元（这里板大是指关于 C ； 而言的 >• 

证明： 图基？ I 理与 AC 是等价的* 

7*4 证明定理 7 J 0. 

7.5 证明定理7，13. 

7.6 在 ZFC 中证明 W 觔_ 
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第八章 ZF 语言中公式的层次 

本章主要是为下边两章的论证提供方法，同时这些方法在公 
理集合论的其它领域和递归论中都有广泛的 应用， 

§1公式集合 

定义 H 我们归纳地定义公式集合如下《 

< 1 ) 对于任意的变元 x ，. y ， 都在 Su 中 I 

(2) 若乂是 Ed 中的公式，则 — U 也在中； 

(3) 若召是 Hd 中公式，则 U 八 5>,04 V 5)， 
都在 Eo 中； 

(4) 若只 U ) 在 E 。 中，3是在400中自由出现的变元并 
且： y 是一变元，则彐岌(义）， VxeyAC ^ 都在 E 0 中； 

(5) 中公式都是经 （1) — (4) 在有穷步内获得的 • 

例 8.1 公式 Vy 〈夕 €之\/ 少，少） 在 Hu 中；我 

们知道此公式刻划了集合 x 的 G 连接性 • 

例 8,2公式 Vy 6 方 VsSyUGO 在 I ： 冲， 它刻划了集合欠 
的传 递性. 

例公式在 E D 中，它表沄集合^包含在集 
合:7中* 

由例 L 1— 3,我们可以看出中的公式是很 M 要的，本书 
中已引进的许多重要概念都是可用其中的公式表达的 • 为了今后 
引用的便利，我们再列出二十二条用中公式所表达的概念、关 
系与运算. 

Ki 可用 Eo 中下述公式表达： 

V 彐 a G 久 （a € a 2 ) A V ^3 € 尤 3 (如 € y > • 

Ki Onix ) 9 x 是一序数，可用 I ：。 中下述公式表达： 
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\/ y ( z ^ x ) AVy ^. %\f 
匕空集合 ， a = 0 可以用 S 。 中下述公式表达 i 

Vr € x (— d )， 

K , 大于 0 的自然数《，料可用 Eo 中下述公式表达 t 
\/ ien ( i ^ x ) A \/ yex 3 ien ( y =- i ). 

E , 相对补可用 Ed 中下述公式表达》 

V ^€^(^ ca?A £ y ) A V « € ^G y ^*n € x ) * 

E « jysA D 心可用中下述公式表 I 
Va € y Ul 6 xi\ f zv 6 a ? 2 ) A V ^2 £ ^ i (^2 6 >>) A V^s € 

E 7 : yun a 可用匕中下述公式表达： 

V^i £ >_(《i 6 xi) A\/Z2 ^l^\(s^2^.X2'^z^^ ： y)• 

K 8 ) im ( x) f a 是一极限序数可用中下述公式表达 i 
Oh ( a ) A y x { y ^ y ) A \/ y -V 彐 
E , sucU ,； y ) 表示: y 是; v 的后继，这可用中下述公式表 
达： 

V^i & y(,Zi G ^ a ) A V ^2 € a (^2€ ^) 

K l0 SuccU ), y 是一后继序数，这可以用 I ：。 中下述公式表 
达1 

On(,v) AV^€ 0 V3^G ^Suc(e,»)) 

E „ 0£ x 可以用中下述公式表达： 

彐> € 少=^0)_ 

K i2 HiU ), a 是最小的无穷序数，这可以用1^中下述公 
式表达： 

On ( A ) AHm < j ?) A 0 € Vy €^(^^0-^ Succ(^)) f 
这祥，我们有 

x =^ ox —•► Fli (^)* 

F l3 z -= lx , y } 7 可用 E 。 中下述公式表达 s 

x^.^/\y ^zA ^t&zit^x'Vt — y')* 

K u 2 = 0：,7>，因为 
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又因 为幻* = *W 用公式 \/幻€ 幻 =戈） 八表达，名 i = > U，y} ■由 
K J3 中给出的 E。 中公式表达； 0}0由公式彐 2 3 €奴。=^4>表 
达，等等，这样，就可获得I：。中一表达 F<、y> 的公式 • 

K 1& OrdprU)， 表示 x 是一有序对，它可用 E。 中下述公式 
表达> 

3^i€ »32 2 6 aj32 3 G^i3^ €^z(^=<23 ,^4>). 

K 10 Re (^), 表示 1是一关系，它可用 Ed 中下述公式表达《 

\/ y^L ^ ordpr (^ y )- 

E 1t y ^ Ux , y 是 a 的并的元素，它可以用中下述公式 
表达I 

5^6 %{y € 之 ） • 

E 1R yeu Ua 可用中下述公式表达 * 

彐尤彐 

Eig Fun(sr)，W 为一函数，它可以用 E。 中下述公式表达 t 
Re(^) AV^i€ aV^t €^!V €26^V226^2V^2^22 

V^3G^V^a6^V^a€ 2s(<Xi ，欠 2>€«八 〈戈】 ,Aa>G — 

E 20 [»当文 是有序对时，它为 J 的第一分量，否则 t>〕i = 
0.〔尤>当 a 是一有序对时，它为 f 的第二分量，否则以〕2 = 0 •它 
们的表达如下 * 

y = Cx^ x < — ^(Ordpr ⑻八彐 U^(«—<y f ^>) 
\Z(^OrdpT(%)/\y = 0)i 
y — (Ordpr{aj) /\3z^l \}xix— <z % y» 

V( nOrdpr(^) ~0)* 

Eh ^^dom^, * 是一关系， y 等于 v 的定义域 i 
^y = dom^'^-^Re<^) A V 2i ^3zs€ ^3^3G U U 办 
(<Si ,3 a > t jv ) A Vfi 6*3/2^ U \ M \ 

3 差 3 G y (^1 = 〈“， 名2>) * 

E 22 jy^rarup 是一关系， ；y 等于 a ? 的值域•现在表达如下 * 
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少 ㈡ 八 彐艺 2 ? 卞彐 之 U [}z 2 

<<2» ，之 s> 6 a) A V^i G 匁彐衣 2 6 U U A 
彐 y(^i = <^2^3>) - 

Er 中的公式是一类很重要的公式，以后我们还要多次讨论 
它和应用它 • 


§2 公 式集合 L 与 山 

定义％ 2 

( 1 ) 令公式集合 na = Ao = E 。， 

( 2 ) 如果是 L 中公式 J 在其中自由出现，则彐以 U ) 
是乙冲公式， VxA ( x ) 是 n , 中公式. 

C3 ) 对于任意的自然数》，如果乂 ( AT ) 是!：„中公式， r 在 
其中自由出现，则是 ru 冲公式*如果 4U ) 是 ru 中 
公式， x 在其屮自由出现则 3 % zu ) 是 2 ^ + 1 中公式，只有经上述 
步骤得到的公式才是!^ + 1 与 0 ^ 公式. 

定义 8 . 3 设 G 是 ZF 公式的任一集合，我们令 

Q zt ^{ A \ 存在 G 中公 式方且 ZF | - 2 —钭 • 

定理 H 

( 1 ) 如果 4 在 E5 F 中，则飞 4 在 11 ^中* 

( 2 ) 如果 4 在 rry 中，则 H / i 在乙^中. 

证明当外= 0 时，由定义 bl 与 8 . 2 显然成立. 

假定当时，定理成立，我们来考察 A + 1 时的情形 * 若 A 
在中，由定义 2 可表示为形式其中 BU ) 是 n * 中 
公式，由归纳假设， n 丑 G ) 在 Ef 中，由定义 8 . 1 — 2 ， Va ? 一 mu ) 
在 n ? i 中•由一阶逻辑，有卜 v ^ n 方 U )— •因此，我 
们有即飞 4 是 n ? JA 公式. 

若 4 在中， 4 可表示为形式 VWG ), 其中是匕 
中公式。由归纳假设，在 nr 中，因此 hHBU ) 在 
中. 由一阶逻辑，有 l - 3 . v "" ls ⑷ — 因此，我们有 

即 nz 是中公式 • 





由数学归纳法，定理得证. 

定理 8.2 对于任意的自然数如果在中，则 
VxAtx ) 在孤中，如果 4U) 在 nS F 中， 5U3 xA ( x ) 在 

中. 

定理 S.2 是由定义与 L3 直接获得的. 

定理8,3对于任意的自然数 W ，》 ，如杲 W<« ，则 n^c:n5 p , 

rtZVf — % r^ZF Zf^jrrZV y^ZF 

11 m ^ — iLi n ， iLj fit v —置丄 p f m ^n _ 

证明 仅需证明 


nr<=nj^i 

C8.D 

JZVczn^ln 

(8,2) 

n^cznil^ 

(8.3) 

XF^— jr^ Z? 

2^ n n f i ♦ 

(8,4) 


对于式 (8.1), 当4在 n 5 F 中时，在 Eo 中必有公式万(々，“•， 
〜)，当《为一偶数时，满足 

ZF]-A ^ ^ ► VAS-wVh-iShBCt ，… 9 Xn ) 9 
并且令少为不在4中出现的变元，我们有 

\-A* ► 彐 ； y Va … 彐 —• 

当 w 为奇数时，类似地有 

ZFh ^ ― px n ) Ay = y)f 
换言之，4在^^^中* 

对于式 (8.2), 当;4在 E 5 P 中时，满足 

当#为偶数 时仏为 V ，奸为奇数时，仏为1令 J 为不在4中出现的 
变元，我们有 

ZF 卜 V ： y 彐心 …” • ， : v") 八夕 =»y >， 

亦即， J 在 n 匕中. 

对于式 （8,3) 与 (8.4), 我们运用数学归纳法交替地证明 
之 * 显然，当々= 0时，二公式都成立.假定对于任意自然数 ft 时,二 
公式成立•即 

njrxcn^i (8,5) 

• m ^ 



Ermr , (8-6) 

现在令 4 在 np 中，即有公式 B ( x ) 在中，使得 i 4 可表 
示为 V 发丑(方>,由式 C 8.6), 公式2? (幻 也在 Efhp ，从而 V 紐 (W 
在 nft * •令公式 c 在 e ? t 中，即有公式在 nr » 中， c 可表 
示为3方1>(；0•由式 (8,5), /) u ) 在 ny 中，从而在 
中•综上，由数学归纳法，我们获得了欲证结果 • 

定理8,4对于任意的自然数《>0，如果公式也 O 在 E 5 P 
中，则仍在中；加果公式在 ny 中，则 V %召 
(^)仍在汀^中， 

证明因为 /1 U > 在 CJ P 中，故在 Ed 中有一公式…， 
Xn ) 使得 4 U ) 可表示为 

彐 A V W 仏…，：《»>， 

其中^依《为偶数或奇数而为 V 或3•因为， 3 a ^4( at ) 为 

V A …又，， 1 ，…，％)， （8.7) 

若: Vd 不在式 （ L 7) 中出现，则在中式 （8*7) 等价于 
彐 jy 3:€_ y 3 i £《彐 A — { x 9 %\>/\ 

V m ， …，欠 „))• 

显然，式 （ h 7> 等价于 

3yBz^. yBx& zBx\ € zV^2- QnX n (y = <x^xi>A 

B 0,而，…， tM * < S ,8) 

因为:《与义是由 ；>； 唯一决定的，2不在中出现，总 是町取 
做•因此，式(8,8> 等价于 

彐 j V 戈《3《6 y 彐 5=3 〈太 ，方 I 〉八 

B (. x , Xi 9 , Xn ^ y * (8*9) 

又因为 

3zi ^： y3z 2 ^y(^^^\AV zs^ ： zi(z3—x)A^ ^z 2 

/\y z^^zziz^ — xVz^Xi))^ 

所以，式 （8,9) 为中公式，即式 （ S _7) 是中公式 • 
定理的第二部分，可由上述结论与定理 hi 直接获得， 
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定理 

Cl ) 如果 X 与;?都在1：1中，则 4 八召与 ZVB 都在 I ：5 P 中！ 
(2) 如果 A 与万都在 n 訂中， W \ AAB , .4 VB 都在 TT 2 中. 
证明先证⑴，假定 A (〜…,％)，山 ( y *, … >) 为&中 
公式，并且万可分别表示为 

3* t V 沁… Q n x n A x ( 方.，…，戈《)， 

彐 : yiVw … 戈 I ， … *y n )* 

不妨设1，…，心与>，…，: y >» 是两两不同的 * 这样 ZVB 就可表 

示为 

彐尤 i 彐 ^ yiV 负 Vw … 尤 “…，〜）V 
A 2 ( ； yi， … 小 ” * 

因为 AU ,， …， ％> Vd 2(： yv ，>) 是匕中公式，且電复使 
用定理8_4,即得 AV 丹为 Er 中公式 • 

当我们注 意到凡 （ a , … ,〜) 八▲(少“…， >) 是 sr 中公式， 
且4八5可表示为 

彐方 I 彐> V a (於 ，… 八 … ^ a )) 

B 、}， 即得 Z 八丑在！^"中* 

(2) 的证明是容易的，从略 • 

定理8,6 

(1) 如果^•(》）在中，则 3：< e ： yZ ( A 7) 和 Vx €_ v 4( 方) 
都仍在2厂中| 

(2) 如果 4 U ) 在 n 5 F 中，则 3 a ；£)^1 U ) 和 Vx €>^ U ) 
都仍在 nr *. 

证明先证 a )， 对此仅需证⑷ w 仍在 ej p 中 ■施 
归纳于自然数外，时显然，假定对于任意~ «=* 时 （1) 成 
立，我们仅需证明《为々+ 1时成立 • 

令水 - V ) 在中，这样，有万 ( a ?, a ) 在 nr 中•使得 
可表示为彐所以我们有 

我们将要证明 



V Y £ jy3B( a; t .r 1) 

( 8 , 10 > 

其中 z 不在 Vj £>4 U > 中出现•因为公式 • 

彐方 V 方€ 少彐, V ! £怎5(龙， a 、今\!% ^ y ^ iBix y X \) 

是显然的，现在假定 VxSy 彐成立，欲证3之少 
^ x ^ zBix ^ d 成立，据集合秩的概念的形式化，对于任一 
x & y , 令函数 /(¥) 是有 A 使得石 (Jfji) 成立的具有最小秩的所 
有的〜 组成的集合，当不存在 A 使得成立时，令/(欠)= 
0•由替换公理和并集合存在公理，就存在一集合 z 使得 

^= U {/(^) U €^>- 

因为>/尤€少彐； ViS (方，尤 1) 成立•所以，我们有 

VxS ： y 彐义£之召（ A , x i ) 

成立，这就完成了式 <8 ao ) 的证明•因为所在 nr 中，由 
归纳假设， V ^ eySx ^^ Bix . x ^ 也在 n ? F 中，所以有 3《 v^f 
€3/彐义€^«%，4〉在乙玄二中.由式 C 8.10), ^ \/ x ^ y ^ x,B 
在中，即得 Vx 6 y 崖 U > 在中，由数学归纳 
法，我们就完成了定理的证明 • 

(2) 的证明从略，读者自己作为练习给出它的 证明. 

定义 8.3 对于 ZF 语言中任一公式 A ， 如果4具有下述形式 

… C 以，方(义，…，心， （8.11) 

其中…，％)是中一公式，并且对于 任意之 \< i < n , 
当仏是 V 时， G …是3,当0是3时，0…是 V ,则我们称4为标 
准形公式. 

定理 8.7 对于 ZF 语言中任一公式厶都有一标准形公式 S , 

使得 

证明对于公式 A , 由谓词演算，我们先推出它的前束范式 
然后使用定理 Sd , 我们可以把 A 中所有的受囿量后移，获 
得公式丄，使得山可表示为 
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其中 ，…， 为 I ：。 中公式 • 这时再运用定理8,4的方法逐步 
把式 0 U 12) 中出现的所有的两相同的相邻童词合二为一，即获 
得欲证结果 • 

例 8. 4公式 3 ^fi V ^?23 a sV Xa ? €： x ±\/ x 4 € Xi ) 是一 '标准 

形， 

例8,5公式幻不是一标准形*但是由定理 
8,6，这一公式与公式3« V <€ jy 彐力）等值，并且后者是 
一标准形，即 

ZF 卜 V 戈彐名 （ zG 方）"<~^彐《\/戈彐名€«(艺€匁）， 

所以彐《\/方€7 彐名 €«(名€戈）是式 VxGy 彐; ?（ 艺£方）的标准形, 

§3公 式集合 

定义 8_4 ZF 语言中一公式如果4既可以表示为 E 5 P 中公 
式，又可以表示为 ny 中公式，则称2为中公式 • 

由定义 8.4, 显然我们有 △ f F = l ： y =- rip , 并且使用定理 
8,3,对于任意自然数 w 我们有 t 

nS F CA^xi (8.13) 

E 5 p dA 5 ；ti (8.14) 

n ； F Ul ： S p c ： A 5 ?f (8.15) 

式 C 8.15) 是否有真包含关系成立呢？我们将指出结论是肯 
定成立的•也就是说，有一公式 X ，它既不在中也不在 ny 中， 
但是它既属于又属于 nGu 

例84、是一有穷集合”简记做 FinU ) ，它可以用下述公式 
表达： 

彐 /3jy 彐 ;V G ：y (Fli(y ) 八 FurK/) Adom/—»Aran/=a;), 

(8*16) 

显然式 C8.16) 是 中一 公式，另一方面， FinU) 又可表达 

为 | 

V /(B'un(/)Adom/=jvAran/c:<<>AOii(ran/> 

—Succ(ran/>), (8*17) 
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不难验证，式 （8.17) 可表达为 n ” 中一公式•这样， FinU ) 就 
是中一公式•盖夫曼 ( Gaiiman ) 已经说明 FinU ) 不是 
中的公式•也就是说，对于《 = 0时，式 (8.15) 有真包含关系式 
成立 • 

现在，我们已经证明了图 8.1 — 8.2 成立. 其中有连线的二集 


△ % 


Q 

1 

0 

2j F - a 2 / = 


图 8 」 W = Q 时的待殊情况 

合，表示上边公式集合真包含下边的公式 集合. 

由图 8.1—8.2 可知， Ef p C + A ? v , 并且^>0时，有 

Arc= + m p c: + nrui ： 5 F c: + A^i, 

把图 8.1 — 8. 2结合起來，我们就有图 8.3, 为了书写简便，我们 
把 nr ， E ”， A ? ¥ 分别写做匕，并且把 E ? F unr 记 
做狄， 

图 8.3 把 ZF 语言中的公式分成了一个语法层次，对于任一公 
式木必然存在一最小的自然数《，使 得乂在△，中 （这时， 当然乂 
在!：《中且在 n „ 中)， 或者 Vi 在 n « 中而不在 E 冲，或者 J 在&中 
而不在 n « 中，这一最小的《叫做 z 的特 征数， 并记做 col ), 并且 
分别称之为△«层公式，1^层公式或匕层公式•例如 FinU ) 是^ 
层公式（并且，这时我们就不再称它为1： £ 层公式，也不再称它 
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§4 可允许运算 

在 § i 中，我们构造 Dr 中公式时，常常出现或 
UX 等等.这些记号在使用中很方便、很简洁，同时，这些 
记号又能还原为 Er 中公式，例如 Bze u 就可写为公式 

•因为 U U ^» 是从集合:两次使用并集合运 
算的结果.这就提供了一种缩写的方法，而且也可以看作推广了 
E ? F 中公式的概念.这样，我们有必要研究满足特殊条件的运算 
的受囿量词 问题. t 

定义 8. 5如果 /(A ，…， ^) 是一运算（即对于任意的集会 1 
都有唯一的集合: y ， 使得: y =/ U ， …， O 成立） ，：^ = 
/ U , …，％中一公式，并且对于 E ? F 中任意的公式 / Ux ) 
和任意的集合义，…， A 都有 / U !, …，; 》«) X ( aO (从而 V $6/ 
，…， h ) XU )) 为 E ? F 中一公式，则称运算/(〜"•，％)是可 
允许的. 

由 E , 与 E 17 , 可知并集合运算 LLt 是可允许的， 

例 8.7 对于任意的集合 々与 心，它们的无序对集合 
是可允谇的， 

芮为，由是 Er 中公式，并且对于中任一 
公式』(％),在 ZF 中有 

彐龙 € {xY f xz}A{x )<—► 3 ^ ( x € {xi 3 Xi) AA(x)) 

^ 一 ' ^A(xi)\/A{xz)* 
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显然， Atx ^ yA { x 2 ) 是 i：r 中公式. 

例 8.8 对于住意集合心与心，心 u %是可允许的， 

因为一方面由 e 6 , 7==义11心是乙？7中公式，另一方面，对于 
任 一 中公式在 ZF 中我们有 

彐太 U XiAix )^ ►彐 - t ：( x \ Jx 2 AA ( x )) 

^ Bxax ^ x x \/ x ^ X 2) AA ( ix )) 
*—*Bx((x&xiAA(xi))\/ (x^x 2 AA(x))) 
^ 一 ^ ► 3% G ^i/4(.v) V3 a;^ x 2 A(x). 

因为 KA^4(.ri)V 3 方 € 是 Zi? T 中公式，从而获得欲证 
结果. 

例 8. 9 。0&是可允许的* 

由私，7=^^ 2 是！：？ 7 中公式，并且不难验证，对于任意 
的中公式也幻，都有 

ZF \- 一~►彐 x £ xiA ( x ) A ^ x ^ x 2 A { x )» 

定理 8.8 对于任意的运算 / UK 且类似池可以有》个变元出 
现），如果： y = /U) 是 E? p 中公式，并且有 ZFhe/<x)— 

或者 ZFH 之£/(尤）-* ■彐或者 ZF[— 

等等，其中 z 不出现在 /< at ) 中•则 /( at ) 是可允许的 • 

证明如果 ZFh ^6/( W 一那么对于 Ef F 中任意的公 
式 2U), 在 ZF 中我们有 

Bz^fix^Aiz)^ ― >^z(zE ： f{x)AA.(z)) 

*-Bz(z^ ： yAz^ f(x)AA(z)'> 

^ ^3z^ ： y(z^ f(x)/\A{z))* 

由前提《 = /(尤)是公式，不难验证， 26 /(^) 是 
中公式，从而获得欲证结果 • 

如果/(方)-^彐《€ 〆：€«)，那么对于 S? 1 ^ 任意的 
公式 2U)， 在 ZF 中我们有 

彐(幻 — 3^^/U) 八也 

^一一►彐之（彐你 f { x ) AMz ))) 

~►彐 (之 € /( 尤）八 ‘4( 怎 ））• 
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由此，我们获得了欲证 结杲. 

如果 zf 卜心 e »， 那么对于 e ? p 中 
任意的公式40)，在 ZF 中我们有 

f(x)A(z)< — ^Bz(z G f(x)AA(z)) 

彐奴彐 WiO &/(; v ) 八*'1.(2))) 

一 3 «€ 53 <€« 彐 2 € 式 0 £ f(x)AA(z)) 

由此，我们获得了欲证结果 • 

定理 L 9 如果 ZO ，） 是中一公式， / U 0 是可允许的，则 
4(/(. v )) 在 1^中. 

证明施归纳于公式 / Kv ) 的构造•首先， 如果? 不在4(>；>中 
出现，结果自然成立•其次，令2是不在/(幻中出现的一变元，如 
果乂(夕 ） -^y e ^则 Z (/ U )) 是 /( 幻 O 并且在 ZF 中有 
f(x) 6 ^^ — f(x))n 

由前提= 是 EJ P 中公式，如果 /4( y > 是 yi ， 则 

/ Uf ( x ))^—^ fix )= z 9 后者是^厂中公式，欲证结果成立 • 
如果 Ay ) 是则也 / U )) 是 K / b )， 并且我们有 
ZFhz^. f(x)(u = z') , 

由 /( 尤）可允许，有彐 《 e /( w («= z ) 是中公式，从而获得 
了欲证结果.如果 Ay ) 则前者是彐 《€/ U ) 

(7 i = /( A ；)), 后者等价于 /( d ^/ G )， 因此，结果是显 然的. 

如果公式也是 3« eyB (30， 我们可以假定《不在 /< w 中 
出现，因此 /( W 在乂(夕）中的代入是真正的，从而 4</ U )) 为 
3«€ / C - v ) B (/ G )) •由归纳假设万(/(幻）是公式，从而欲证 
结果成立•如果4(>0 ^ B ( y ) 9 My ) VA z ( y ), A l ( yAA 2 ( y )) 9 
AAy )^ A 2 { y } 或 4( y )——4( y >, 可直接由归纳假设获得•从 
而完成了定理 8*9 的证明. 

定理 8,10如果 / U ) 与 # y ) 是可允许的，则/(3(少〉）是 
可允许的. 

证明 由前提 /( 尤）二纽是!：？ 1 ^公式，从而/(《( 30 )^是 
HP 公式（据定理％9)•现在假定是任一公式，不失一 



般性，瑕定;V不同于 W 并且 Y 不在4⑺中自由出现，因为 /G) 是 
可允许的，所以是 I：r 中公式 • 由定理 8.9 就有 
3 u ^ f ( g ( y )) Aiu ) 是中公式•于是获得欲证结果. 

例 L1 卩 domr (关系 x 的定义域）是可允许的 • 由^，，夕= 
dom.v 是 Er 中公式，并且由于我们有 

ZF 卜；彐€ 2 )， 

于是，据定理8,8,对于中任意的公式30)，都有 WSdom 
xA { f ) 是 I：J V 中公式•从而 domx 是可允 许的. 

类似地， ran% 也是可允许的 . 

例 8. ftx 是可允许的， 其中/是一函数是任一集合，因 
为，我们有 

/ = fl\x^—^Vy€/!(y€ /八彐 €u(v = <2 9 v>) 

AVy ^ f \/ u ^： y \/ w ^： y \ jz \ 6^{> = 

〈 A ，。〉 八芯 i € %一夕 € 在)， 

所以， /=/r.v 是 ef 中公式并且有 

ZFh ^ /f x^i G /, 

因此，由定理 8.8, /|、是可允许的 • 

§5 ET 中公式的补充 

首先，我们补充一些常用的 E? p 公式 • 

E,3 N 〈幻， x 是自然数，可表示为 

On(^) A(^ = 0 V3y 6A7Stic(yi^)) A 
( s =0 V 3 jy €: Suc(jy ,《））. 

这就是乙”中一公式•由也可直接表达 R 中的 y 

E 2i xdy ), 当: v 是一函数时，它表示函数:v在>时的值，否则 
它是 0. 

z — x ( y )* —-> Futi ( a ?) A<y ^^VHFunC^) 

E 2 5 xly'if 5 是一关系， yc ： domx f 4 中那些第一分量在: y 
中的有序对的第二分量所组成的集合： 

z-=x\[yl^*Re(x)A^uey3tez(<u f t>ex) 



八 VW 彐 wS 尤）. 

E 2 , Seq 〈幻， x 是一序列，即 x 是定义域为一序数的函数* 

Seq(^)-^^Fun(^)A V y 6 U — iy^i 

- ►(On(z)A V^6^(^€<iom^)))* 

E 2t xXy， 集合: v 与 y 的笛氏积， 
s^xX y ^*^► V/i€x(Ordpr(^i)AC^i^i 6x 八 〔HG y) 
AV ^€^ V ^6 y (<6，“> 

由于是可允许的，并且一些子公式，如象 Suc(y0>， 
On(；tf), Fun(^), Reix ) 9 Ordpr (: v> 和 <x，v> €z 都是 § 1 中已给 
出的中公式，而 domx，Cy^i, 〔：>_〕2恭是可允许运算，因此， 
上述 K 23 _K Z7 所指出的公式都是乙^中公式，它们所表达的关系 
或运算就是 Ef p 可表达的了. 

i ： r 与 ny 公式类是对 ZF 公式类作分类，这种分层、分类的 
方法常常是很有用的，可以说是一种 技术. ： CP 公式对于我们讨 
论某些元数学问题起着十分重要的作用，下节我们将进一步给出 
若千 i ： r ， I ：? v 公式，它们都有着十分重要的元数学意义 • 


§6元数学概念的形式化 


在第六章中，我们已将直观集合论进行了形式化处理，建立 
了 ZF 语言，给出了公式、公理、推演规则、形式证明和形忒定 
理等元数学概念.为了研究集合论的元数学问题，我们需要将这 
些元数学概念通过直观集合表示出来，也可以说，把每一个形式 
符号都对应于确定的集合，由此把变元1初级公式、公式等都对 
应于确定的集合，并且用直观集合论作为工具描述每一个元数$ 
概念. 当然这些直观集合论的内容都是可以通过 ZF 语言加以形 
式化的，这样，也就是说在 ZF 中描述了 ZF 的元数学， 

我们已经给出了集合0,1，2,……和叫现在我们令 < M ，2,3, 
4,5,6,7,8表示形式符号 H ， 八， V , —，—，，3， V , €， =S 
用9，10，11，…自然数表示 ZF 形式语言中的变元々， A ， A 或者 
说，用集合心^彳0，1,…， 8 } 表示由所有变元组成的集合^•亦 
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即 F = •偎定变元 x ,： y 分别由 9、10 表示，公式就可以由 

集合 <7,3,10> 表示了 • 由此当 11表示变元；2, 12表示变元《时，集 
合<7,11,12〉 就表示公式集合 <8,12,11〉就表示了公式 w = 
z 9 集合 <8，11,】 2 > 表示了公式也就是说，当 
{0,…， 8} 时，集合<8， w ， 与集合〈7 ，《， w > 分别表示了公式 
和 夕， 有时也称前者为后者的哥德尔 集合， 上述公式中 
的 A ： y 是由自然数 《， m 分别表示的变元* 

由上所述，初级公式对应于直观集合的规则，不难验证任一 

初级公式都与下述集合 

^0= { 7 } X ( o - i -9) X (6) 丄9> U { 3 } 

X (©-^9) X {^9) (8.18) 

的唯一的元相对应，反之，集合的每一元都与唯一的初级公 
式相对应，并且这神对应是在有穷步骤内机械地实现的* 

对于含有逻辑河的复合公式，我们施归纳于公式的结构来述 
立它们与直观集合的对应 • 例如，我们以自然数 A ^ 

#变元 S J ， 这时 <7,w ， wi> 表示了公式 N H f 我们口 J" 以 
令 

<0,<7，《,讯>>表示刁(：^30， 

<5，邦，<7，?2，例>>表示彐5(太67); 

<5， m ，〈7 ，办， m >> 表示彐 jy (:少）； 

<6，《<7,竹，俗>>表示\/方(方6：>/)， 
〈6 ? 饥，<7，《，辨>>表示\/：^(^^少）3 
<5, w , <0»<7 ，《， f »>>> 表示彐•冗 K 方 € y)f 
<0,<7，奸, w >>> 表示彐夕 n (:夕 ）j 
<5，併，<6，《，<0，<7，》，》«>>>>表示彐)『\^ — ](方€ < )0_ 

等等，常称这些集合为相应公式的哥德尔集合 • 由上述例子，我 
们不难给出公式这一元数学概念的直观描述. 

为了描述 ZF 公式这一元数学概念，我们定义一函数 g 如下， 
对于任意的 H 有穷集合< 亦即^和它的秩 nikU ) 都是有穷的>, 
gix)-=x[) 10} Xa?U { 1 } X^U { 2} XX 2 



(8,19) 


U < 3 } X.tr 2 U { 4 } X^U { 5 } X^Xxi} 
{ 6 } xnv . 

由此，我们递归地定义函数 /( to 如下》 


(0) ~ o 9 


C 8*20) 


、/(»+1)=芗(/(邦” • 

对于每一自然数心令#*二/(々)，显然，是 H 有穷集合•令 


PlU ， (8.21) 

fi 蝶 a 

显然是无穷集合，并且它的每一元都是某一公式的哥 
德尔集合•反之，任一 ZF 公式的哥德尔集合也 都在# 中•正因这样， 
有时我们也称/中元为公式或 ZF 公式 • 

下面，我们把上述直观概念给以形式化，并把它们表示为 


cr 公式 • 

E 2s ^-9^, ^表示变元集合，可以表示为 Er 公式 • 

E 29 ^ = 表示初级公式集合，可以表示为 Ef p 公式 • 

E a , 对于任一自 然数心 显然:可以表示为 I ： r 公式 • 
E 31 对 于任一 自然数 A 而言，夕=/*可以表示为 E ? p 公式 • 
E 33 y = 及可以表示为 i ： r 公式，因为它可以表示为 • 

据 E 3 ,， 不难验证;^二与 y = # 都可表为 i：r 中公式 • 

Km y G 忒， y 是一■公式的哥德尔集合，即3« 

也能够表示为 E? P 公式. 

我们 使用⑴ (2) 表示公式2中的所有自由变元这一集合，不难 
看出，当我们把公式2理解为对应的直观集合时，这就有由集合= 
到集合冰的一运算. 

类似地，我们使用表示公式 z 中出现的所有变元的集 
合•同样，就有由集合;:到集合 IW 2 ) 的一运算（水/中包含有 s 
的约束变元，故懷⑴ 

对于任意显然讲 U )， 都是 H 有穷集合* 

泣记8,1对于 ZF 语言 中每一 公式/!,都有#中一集合（即哥 



德尔集合）与之对应，反之 亦然. 今后，为了书写方 ffi 起见，我 
们用 4(4) 表示3的哥德尔集合•由此，对于 ZF 中任一公式 A ， 都 
有，(4)€/•同样，有#和忒 
等表示方法•它们都是/的元素 • 反之，对于才中任一元5，有时 
我们也用符号表示相应的 ZF 公式. 

e 3< 可以表示为 i:r 公式，这是因为它可 

以写做： 

z6^A3/e«(«-^x^AFtin(/)AV^ I e < >^A 
V ^2 G < 5^(/(<7, A ? i , Ar 2 >)=*/(<8,^ i ^2 >)= s { x u x z } )A 
Vy l e«V>-2€^(/<<0,yi>)-/(> 1 )A/C<l,^^^>> 

—/(yj U /(. yz ) A /(<2»^ l ,^2>) —/<^ i ) U /( yi ) 

A /( < S ,^ i , y 2>)= , /( jyi ) U /( > r 2> A /(<4 5 i yt , < y 2>) 

= (/( yi ) U /( y 2>) AVyie ^ V ^ e 9^(/(<5^^ i » 

— /(<6,： v , yi >)~/(^ i )^ { a ? } ) Ay = f ( z ))* 

E 3 , ^ rfAy ^ V ^ z ) 可以表示为 I ： r 公式 • 这仪需把 

的表示中有关量词的部分改为 

J « 5 ^^ yO ') = f « b 9 x f y ^) = f(yO 

就可以了，也就是量词的相应变元仍在结果集合中 • 

不难看出， ze^ f z 描述一形式命题当且仅当爪 = 

定义 83令2乏#，定义集合 SuO ：， a ，：《 2 ) 表示若 
Xv ^ W { z > 时，则 SuU ， 心)为在集合 2 中 A 的每一自由出现都替 
换为集合，或变元心所获得结果; 若心磋 研⑴， SxL ( z 9 Xi f x 2 )= z . 
E 3fi ze ^ AMi &^/\ y ^ Su ( z 9 x X 9 X 2 ) 可以表示为 ST 公 

式.其中 ☆为 任一给定集合•这是因为 

彐 /£«(«* = # xF 孑八; Fun (/〉 八彐:二 <7 9 x if x > 

— j(Z ， X 、 ， : V 2 ) —^,7 ， .( 2 ，戈 >)/^' \{z^(,7 fX w Xi f {z 9 X~ 

<7,： v ,. v 2 >) A (^ =: ^8,. Vi ，: v >^*/(2,^ z ) = <8,^2 ,^>)AU = (8， Ki > 

/ U ,, 々>) 八 316 # 彐 2 2 €成（〈 2 =-< 1 ， a , Z2 ^ f { z 9 x i9 .^ 2 ) = 

< l ,/ Ui ，％ i , A )，/ U 2 , m )>> 八 Of = < 2 , 名 1 ，么 2>;/( H 《2)= 



< tff ( Xi f X \ 9 Xt ) 9 f { Zz 9 Xx f X 2 )> 1 ) A ( z ^<^ 9 Zi 9 Zi >-* f ( z 9 Xi , X 2 ) = 
<3，/<Ui，AT2 )，f ( z 29 Xi 9 Xz )» A ( z —< 4 9 Zi f z 2 >-*^ i 9 Xt )=* 
<4 ,/(Ui,,v 2 )，/U 2 ，A7i,A?2>>)〉A32t€J3：»€9^((2=»<5，Ar，；8；i> 
/\Xi^x/\X 2 i=X^f{z^ 9 !X\ 3 X2 )^<^ 9 x 9 f\z l9 x z "» A <^ = 
<^ 9 X 9 z {>/\ X \^ xA X 2 =^ X -^ f ( z 9 Xi t Xz )= i < Q 9 X 9 f { Zi t Xi f ^2>>)> A 

ixt $ Pr(jj) - >/(2 ,^i,at 2 ) —2 , )Ay= f(z 9 Xi 9 xt))* 

定义 L 7 对于任意的我们令 
Sb(2 p ^) . 

E i? z ^^ Ax &<^ Ay =^ Sh ( z 9 x ') 可以表示为 E? p 公式 • 
(由 E a3 及定义 8*7, 这是显然的) • 

我们可以推广定义8,6,令 A , …，心为《个不同 
的变元 ，叫， 《2，…， 〜 为対个集合，定义集合 Su (名，：VI，《1， 
X 2 J Uz % Xn 9 tin ) 为把名中出现的变元太 1 ， ••、 A ， 分别替为 
集合或变元 《1 ，…，《»的结杲 • 

显然 ► 当《1，…，対《€少"时， Su(2，r, ，川 I X 2 yUi \ —I 
««) 仍在#中，并且当 《t ， …， …分別为欠 2 ，…， A 时， 
它仍为集合2•显然不管怎样，当％，…， .v a £Y， ％，…，‘为 
任意集合，且:…，：为^厂公式时，都有 

Su(^, Xi 9 «t J x 29 «2l … ， x n9 iin> 

为 e ? f 公式 • 

今后，我们令 f 表示 ZF 公理系统的哥德尔集合，显然^是 
一无穷集合，并且有 

Es« P.5T* 可以表示为 E? p 公式 • 

不难看出，对于任意的外， fne ^ R ^ M 9 集合 < 5 ，w,< 6 ，n, 
<0，<7,«,邮>»>表示空集合存在公理.当讯， w 在^中取与上述不 
同值时，虽然相应的集合是不同的，它所对应的公式也是不同 
的，然而它们所表达的含义即存在空集合是相同的 • 这样，可以 
有无穷多个集合都表达空集合存在公理 • 类似地，外延公理，无 
穷公理等也都是这样的，当然这里的无穷多个集合表示同一公式 
的情况，不是实质性的，作相应规定时可以变成有穷集合,然而, 
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分离公理模式与替換公理模式仍为无穷集合，现在我们分别用 
处，…，表示 ZFC 的十条公理所对应的集合 • 

首先， y - AT . (外延公理）可以表示为 cr 公式 * 为书写简 
便起见，令 

/ i (» f w , ft ) = s <6,»,<6»? n > <3,<6 > A f <4 p <7 ，尨,》>， 

<7, <8,» t w >>>># 

由此就获得了公式7 «々的下述表示 I 
V 鉍€少彐外£^"彐彐八為八 
u — f ' Cn ， m ， k ) / W 作 V 讲 V A 八 八 

£ y *»= f \( n , m 9 k ) ) ♦ 

因为，不难获得欲证结果，： y =: v , 可表示为 Ef F 公式了 • 
第二 ， y = x 2 (空集合公理）可以表示为公式 * 

V 你 G 彐《 £9^ 彐你 ini= mf\M=* /An f m))A 

V7i = f 2(n 9 m ))« 

其屮 A ( w ， w > = <6， w ，<5， w ,<0，<7， w ， w >>>>， 由此，就可获得 
y =^ 2 为 537 中公式了. 

类似地可以作为练习去获得(无序对集合存在公理)， 

: y=A (幂集合公理 )， y =々 （并集合公理），:(无穷公理）， 
(正则公理），(选择公理）均为 i ： r 中公式 • 对分 
离公理、替换公理，现在分别给出它们的 E ? F 公式表示如下《 
第三，(分离公理）可以表示为下述 公式* 

n + k ，3 u & yu = A V «6 彐 

彐彐彐令 wAm 夺々八為八 《; 
fe(n 9 m 9 k 9 x)) 9 

其中 fa { n ， m ， k #) = <6，〈 w ，<5， w ，<6，々，<4，<7 ， k ， m >， <1，<7， fe ， 

m } 9 Su ( J , ft )>>>>>># 

第四 ， ： y = i (替换公理）可以表示为下述公式 • 

V 私彐:彐 1€少"，，"，彐 …， kO 
t\n= /xhj )) 八 
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(Tn(^i f = … t ， ； v>> 

其中 In (々、， …， A t ) 为、， AzGVfu ) 与 ki+ki (当 1«7, 
K ；<7, 且纟时的合取式 . AUu …, At # 为集合 * 
<3 1 <6 > fei <5,&2,< l ,« > <6, A 9 f <3^ / f <8 > ^,^»>»>, 

< 6 ， A 5 ， 〈5 ， A〆 6 ， 力 b , <>4 ， <7 ， Afl ， As> , <5, ^〈1 ， <7 , hf ， k ‘〉 ， 
^^>»»» 

这里 X ’ = Su (>»， A 2 ， fts ), X ff = S \ x(x f ki > hi \ k2 ^ kr , S ' . 由此，可获得 
々为 Er 中公式 • 据上述结果和 K b ， 这就获得了 Em 的结果_ 
为了在 ZF 中形式化 ZF 的证明与定理等概念，我们需要把有 
关“项”、“项(对于变元: v 在公式的出现是自由的”等概念给 
以直观描述. 

首先，关于项的概念，由定义 S 3 项的归纳定义，我们桉归 
纳法给出直观推述 • 对于变元的情况如前所述，已经用集合给出 
了直观 描述，对于已定义的集合，在 ZF 中它们都是通过公式定 
义的，例如空集合0是由公式定义的•为了一致 
起见，我们仍用定义已知集合的相应公式的对应集合 （即，中元》 
来描述已知集合•对于任意的《目运算 F 和己知项…，/•，由归 
纳法，我们假设已经给出了项^…， L 的直观描述，相应的哥德 
尔集合不妨假定为 …， 彡 i •而运算 F 是由某 一 ZF 公式定 义的. 
例如，淡( V )是由公式 v ⑴定义的 • 
LU •是由公式 V2(26 ： y~3 ⑴ ex 八 WO) 定义的，因此，我们 
把定义运算 Fd , 的公式的哥德尔集合 f 就称为这一运算 
的哥德尔集合，这样，项^^^，…,“）的哥德尔集合就定义为 

Su (^ uTi,ij 

显然，它在2?「中•由此，我们有 
E 3 , 令/为一项 〆 K ) 为项彡的哥德尔集合，: y =,(0 可以 
表示为1]尸公式. 

其次，关于“项彡对于变元 x 在公式也幻中的出现是自由的” 
这一元数学概念•我们知道，当 40) 中所有约束变元都不在#中 
出 说时，自然就有/对于 w 在 2 U ) 中是自由的 • 亦即（叹穴幻上 
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T ^( d > flVT (纟）=0 成立时就保证了 t 述元数学概念的 TH 确性 
了，显然，这一条件可以表示为 EL 公式，这样显然有： 

E 40 令 y 为一公式，纟为一项，“项纟对于变元 x 在公式 y 中的 
出现是自由的”（记做只(少3，/))它可以直观地描述的并且可以 
表示为公式. 

定义 8*8 对应于 ZF 演算的三条推演规则，我们定义#上的 
三个关系如下 t 

(1) 对于4，々，心€忒，我们定义三元关系苽为 I 

Rx(Xi 当且仅当; 

换言之，对于任意的关系 

Rt(^i^<Z 9 x 9 y> 9 y') 

总是成立的，反之亦然， 

(2) 对于 々， x 2 e^ f 我 们定义 二元关系私为 t 
Rz(xi t xt ) 当且仅当有: v 0 ，^<^ o ) 9 

?iG W(Xi) 且有汾= <3,尤 o，A>, ^2 = <3,A?o > <6 t « > »3»* 

(3) 对;, a € #，我们定义二元关系私为： 

R ^ 9 x ^ 当且仅当有； v 0 , xA 忒， niW ( x Q ) $ 

n^W(x^) 且有 斯含 <3,方 3 ， a?o>, — <3,<5,«^s>f^o>* 

下述三个结论是不难验证的，建议读者给予验证 • 

K 4I R { ( x , 9 x 29 x 3 ) 可以表示为 SPA 式， 

E ,2 R z ( Xx 9 x 2 ^ 可以表示为 Ef F 公式 • 

E 43 Rs ( x 9 x 2 ) 可以表示为 Ef p 公式 • 

令^表示由第六章§4中给出的集合论演算的逻辑公理的哥 
德尔集合所组成，也就是说， 这， 并且 x 表示某一 
逻辑公理*类似于 E 3 B 的证明过程，不难获得下述结果： 

Eu 2=/可以表示为 Ef F 公式 • 

定义 8.3 对于任一 ，而， ■”， xne <^ 9 如果对于任意 
的 A Ki < n , 都有下述条件之一成立： 

⑴ 

( 2 ) $ 



<3) 有 使得苽 成立 I 
<4)有夕<在，使得成立, 

(5) 有 f <“ 使得迅沿）成立， 

则称 w 元有序组<々， …, 义>描述了 ZFC 的一形式证明•令少《<々， 
•",%>,这时也称 y 为 f 中关干 心的形 式证明 • 

定 SU .10 对于任一集合: V, 如果存在《€0,々，••_,%€，， 
使得 〈而，…, 心>,并且:/是^中关于知的一形式证明，则称夕 
为^中一形式证明 • 

对于任一尤 e /，如果有《, 允1 ， •_. ，龙•，集合 y ■< 為，•••，》*>为 
y 中关于 A 的形式证明，且方为％，则称为 ^中一形式定理， 
亦即 ZFC 的一形式定理的哥德尔集合 • 

E 45 对于任一自然数《，且夕。 
〈方 w »>, y 是7中一形式证明〃并记做 pKf ，似,7)•这时， 
pU ^ 9 n , x f y } 可以表示为 E ? p 公式 • 

对于任意是^中一形式定理 9 并记做(幻， 
这时幻可以表示为 Er •公式 • 

^ 5 与五《的证明从略，建议读者作为练习自己给出证明 • 

习 m 

8.1 试证明， y ，. 麥 u ) 可表示为 n? p 公式_ 

8.2 证明定理 L 5(2), 

8.3 证明定理 8,6(2), 

8.4 设公式 

Q'xi 6 ytQf^i€yi^Qn^^€ _v”B， 

并且召中无任付量词（包括受固量词）出现，我们就你4为 I ：? 11 
前束范式•试证明* 任一 Zo 公 KC， 都有前束范式4使得 

ZFh ^ ~- 

8.5 试证明 E „, 

8.6 试证明 E … 

8.7 试证明 * AC 在11。中. 
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8.8 试证明 t GCH 在 H ? T 中. 

8.9 试证明 ？ CHfenr 中， 

8.10 令 AC 。 指称良序的”，试证明 t AC 。 在中. 
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第九章 AC，GCH 相对 ZF 的协调性 

本章的目的是建立哥德尔的相对协调性定理：如果 ZF 是协 
调的，那么 ZF + AC + GCH 仍然是协调的•证明的方法是这样的， 
首先借助序数的性质和哥德尔给出的八个基本运算建立 V 的一子 
类乙 （§1 一4>_其次，证明《如果 ZF 是协调的，则 ZF 的任一公理 
A 9 都有 ZF 1- A •其中 A 是4对于 I 的相对 • 也就是说， At 在 L 中 
是成立的*在一种弱的意义下也 称厶是 ZF 的一个模型（§5—幻， 
第三， 我们证明可构成公理 V = L 在 L 中是成立的（§7— 9 ).最 
后，我们证明 ZFh * V ^ L --， AC./\GCH (§10—11). 这样，如果 
是协调的，则有厶 !^=ZF r AC + GCHm L |= ZF ++ AC 
+ GCH •因此 ， ZF +AC + GCH 就一定是协调的 • § 12 给出了 I 的 
另一种定义 • 

类厶的 构造过程是直观的、清晰的和严谨的，相应的证明也 
是严谨的，本章所讨论的方法是哥德尔 I 938 年开创的.近五十年 
来，在集合论的发展中起着巨大的 作用， 因此，掌握本章陈述的 
方法应当是学习本章的主要目的之 

§1 序数平 面及配 对函数 

回顾式（3.4)，不难理解它是 一个® 乎面，在那里我们也给 
了集合的一种良序关系，当我们把式 （3*4) —起逆时针旋 
转九十度时，获得了如下的格子点坐标系 • 

在图 9.1 中，任一格子点都表示自然数的一有序对，反之， 
对于任意的自然数?:，公有序对<〗，公表示一相对应的格子点. 
纵坐标轴、横坐标轴上的点都代表自然数，从原点取0开始，《平 
面上的格子点可以用自然数的有序对 表示， 在第三章中我们已经 
指出， o>X o> 与 o 之间有一双射函数，习题 3，1 具体地指出了 ©X© 
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<0 f 5> ► • • • 

<(M> 丨 • • • 

r 

< 0 , 3 >o • ♦ • 

<0> 2> i ' • • • 

<0.1> I » • % • 

v 

— • ♦ 晕 

<o,o> n,o> 


<6,4> 


< 6 , 0 > 



团 9_1 ® 平面的表示法 

与®的双射函数/，这一函数与上的下述良序关系/?是相对 
应的，亦即对于任意的自然数《， y , 心关系 丑的定 义如下 
<i ， pR 〈 k ， m> = m 幻 i { i ， j } <max { } 

V (max { i,j } =max { k 9 nt } A<i ， pRi(k ， ni >、， 

(9.1) 

其中 < f ， p 凡 〈无, = f 〈灸 八 y < w >, 并且 允也是 ox 切的 
一良序关系， 

对于任意的自然数 A , W ， 我们定义配对函数/:如下 

—Sup{ fi{i f j)\i^a>Ai^^A<i 9 j>R<k f nt> }. 

C 9*2) 

可以 i $ 明， oVwG ®( fj ( k 9 7 n ) = J 习题 3.1 还 
指出，存在自然数的一对一的函数使得对于任一自然数2， 
都有 

L ( z ))— z . 

也就是，对于任意的自 然数# ，夕，2，当 / iU ， jy >== j ? 时，我们有 
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K(z) 

Mz) = y 

成立 • 

为了形象直观，如图9. 2 我们给出份平面上集合 7 X 7 中各格子 


r 

3 S : 

25< 


16 


4 


0 


•37 

»38 

•39 


•41 

•« 

•26 

•27 

•28 

•29 

♦3 & 

•47 

♦17 

• 1 & 

•19 

*24 

♦34 

*40 ! 

*10 

•11 

•* j 5 

• »23 

*33 

•45 

*5 

*8 


•22 

•32 

*44 

•3 

•7 

• 13 

•21 

• 3 ] 

•43 

[ 

1 

1 

i . 

1 

1 

2 

Q 

12 

2 D 

30 

42 


图 9.2 厂对®平面格子点的部分枚举 

点标上按 A 配以的自然数 • 从这些数的增长规律，可以看出这一 
枚举是由原点开始配以数0,然后在坐标点<0，1>, <1,0>与 < M > 
上顺序配以数1,2,3,—般地，当坐标点 < ttw > 配以数/ 〆 》，《)之 
后，接着在点<0,» + 1>配以数(» + 1) 2 (即/ 〆 《，《>+ 1> •随 之， 
依次在点<1# + 1>，<2,« + 1>直至点<« + 1,«>上逐一配数，紧 
接着是在点<界+ 1,0>，<« + 1,】>，以至点<«十1，《 + 1>上逐一配 
数，相继配数的过程中总是作加1运算•这一配数的过程总是走方 
格的过程，沿方框的边逐一扩大的过程 • 
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对于集合 （0_2) X (®_2)， 为了形象直观起见，我们也可以 
建立相应的坐标系，把它理解为一个〜2平面（罔 9.3), 



<认似 < onO > <w + 1>0> 


图 9*3 0*2 平面坐标系 

首先，我们把式 （9.1) 定义的关系及扩充到心2平面上，使 
%KCZ < («)*2) X ( o *2)) s 并且对于任意的 i ， 么 A ， 裕£如2都有 
<i,y>iv ： <ft f ^> = (!Max { i y j } <Max{fe,f?j}) V 
(Max {ifj} —Max { k 9 m } 、/ \<i ， j) Ri<Ji，m> ， 

(9.3) 

其中 < i ,;> l ? i <^* w >= 1 i < AV ( i = AAi < w ), 显然 i ? 与丑 i 都是 
( g >，2) x ( o >_2) 上的良序关系，由式 （13) 定义的良序关系丑, 
我们做一序数函数，对于任意的 A , 州£仏 2 ,令 
fz(h 9 m) =Sup { f 2 U ， j 、 U'€^*2A^ 
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(9.4) 







不难看出，式 （9 •心定义的 E 对函数八是式 (9.2) 定义的 
函数 A 的延拓，它们在自然数对 h f 上取同样的值 • 亦即/〖= 
/ jwx ©) •因此，/ 2 在^^®上的枚举过程不重复了.现在我们来 
考察函数/ 2 在复合 0^2) X ( W 2) 丄 © X 0 上的枚 举值. 设想在枚 
举完 © X © 后的第一步由式 （9,3) 恰好是点 <0,©>，而这以前它 
绐出自然数值，虽然随着 Max { m,n) 的増大而增大，但永远达 
不到序数®，在无穷步之后的第一步即点<0,©>恰好是序数 © ，即 
/ 2 (0,®)= ffl •随后，又开始了类似于图 9.2 的过程 ,/ 2 (1， o ) = cd + 1， 
/ 2 (2，®)= Q ) + 2， …，对于任意自然数《，都有/ 2 («，纠=^ + ».这 
—过程也可以继续下去并且它是由一个无穷步骤所组成.在实 
现了这一过程之后，第一步是给出<«>，0> 时的值，因此， f “❾， 
0)=© + ©, 并且/2(©，1)= <必*2〉十 1, / z (®，2)=( ① .2) +2，.“， 
对于任意的自然数《，就有=(仏2) + «,这一过程也可以 
继续下去，并且它是由一个无穷步骤所 组成， 实现了这过程之后 
第一步是给出 W ， 吣时的值，因此，第二步是给 
出 <0,功十 1> 的值，亦即/ 2 (0,0+1) = (©0+】• /(!,<<>+ 1)= 
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图 》.4 函数心对❿ 2 平面的枚攀 
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(©•3)+2， 对于任意的自然数《，就有 + •幻+ 

(» + 1) •直至 广(0，© + 1>=0.4，然后，/ 2 (©+],0)=〔如4)+1, 
/“《+1,1> = (©-4) + 2,对于任意自然数，就有/ 2 (© + 1， «)« 

(©•4) + (w + 1) 直至 ,2(® 十 1， 0 )) =0*5, fi (0 + 1, 仿十 1)= 
(©•5) +1•下一步是给出点<0,0 + 2〉的值，即/ ? (0，© + 2)=(奶5> 
+ 2•—般说来，对于任意的自然数，/ 2 (0, 0 + «) = (©.(2« + 1)) 

+ w 并且 /2( o > + 外，0> = ( 公 • （2« + 1>)十 

对于集合 （®_2) X (^2) 中的任一元素，配对函数/ 2 取值总 
是具有形式 

Co ^ n ) + w , C 9*5) 

其中》，式 （ L 5 ) 都是 f 的元素，并且对于的任一元 
素； t ， 都有 w ， 使得％=(如》)十 w , 式（ 9 * 5 )与式（夂 3 ) 
是一致的* 

当我们再次扩大上述平面，例如把它扩大为(似平面时， 
就把式 C 9.3) 中定义的关系尺由（价2)><(心2> 扩充到（… 3) 
XWd ) •也就是说，对于任意的六必\ 都有 

= (max { i 9 j } <max { A ， w})V 
(max { i^j } — (max { k ，， n }、/\< A ， pR \〈 k ， fnY >‘ 

(9_6) 

其中 < f , pjR l < A ， wX 6\ A :: = AAy <>» •同样，尺与 i?t 是加3平 

面上的良序关系•作序数函数/ 3 如下 t 

f zik ， m ) 二 Sup { / 3 ( A f w ) 1 1 € 3 Ai ^ ^• 3 

} ， (9.7) 

于是我们有 

= C 9.8) 

因为我们对 A 已作了洋细地考察，所以我们为了考察配对函 
数/ 3 ，仅需考察函数/ 3 在集合 ⑻ 3 )X (仿.3> 上 ( o .2) X (©_2) 
上的枚 举值. 我们已经指出/ 3 在枚举 （〜2) X (〜 2 ) 时，总是 
取为式 （9.5) 的值.并且在/ 3 依次枚举平面上的点时，如 
上指出，这需要作一系列无穷步骤之后才能完成对(心 2 > X (〜 2 ) 
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的枚举，完成上述过程之后的第一步应是枚举点 <0，®_2>, 并且 
显然有 / s 〈0，®«2) = ® 2 . / a ( l ，®_2) = ® 2 + 1，/ 3 (2,©*2)=© 2 + 2, 
一般地对于任意的自然数》，都有 = 再次实现 

一个无穷步骤之后，我们有 

/ a (®,0*2)=< P z + 0, 

/ S (©+1，< d -2) = © 2 + ®+1, 

/s ( 边 + w ， ® • 2 ) = ® 2 + o + », 

等等，我们的枚举过程总是在完成一个无穷步骤之后，又从新的 
起点开始一步一步枚举，然后又需要去完成一个新的无穷步骤， 
并走上新的起点， 如 此继续 下去， 不难看出 A 的下述取值是正确 
的，其中《为任意自然数_ 

/ 3 (©*2,0)=© 2 + ©*2, 

/ 3 (^*2,1)=»© 2 + 0*2+1, 

/ s ( ❽.2，《)二=® 2 + ®.2 + 外， 

/ 3 ( g )*2,©) = ^ ? + 

/ a (仞*2， ®.©) = o ^+ 必.4， 

/ 3 (0,^*2 + 1) — ^ + W 4 +1, 

f ^( n f (0*2 +*1 ) = 4 (« + 1), 

+ 1) = 6? 2 +纪.5， 

/* 3 (0 + ^,0*2+ 1 ) = o 2 + © • 5 + n 9 

TV 仏 2， g >_2 + 1) = g > 2 + o *6, 

/ 3 (»*2 + l ,0) = o 2 + 1, 

/ a (®-2 + 1， w ) = 0 2 + ©*6 + (^+ 1), 

+ 1,6)) — c? z + ©»7, 

/ 3 ( o *2 + l , cD - f «) = <<) 2 + 6>«7 + n ， 

/ 3 <^*2 + 1,®*2) = «5) 2 +®*8, 

/a(o*2 + l,o*2 + l) — ® 2 + + l t 

_/ 3 (0,0.2十2) = © 2 + 0,8 + 2, 

/ 3 <©,( D -2 + 2) = © 2 + ®*9* 

一般地，对于任意的我们有 
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/3(0,©*2'+ m ) — o 2 +®*4« + 2 f 

,3( 扭 -2 + «,0) 篇 + o ，（4 羚 +2) + ». 

这样，对于（〜 3 )><<©， 3 )上(0_ 2 >><(0_ 2 )中任意的元素， 

都有外,使得此点取形式为 

<d 2 + (D*w + fn <9 #9) 

的值 • 当乎面进一步被扩充，关系兄凡及相应的記对函数也 
做进一步扩充时，才能枚举比式 （LS) 更大的序数 • 

依照上述对于序数平面和它的配对函数的讨论，对于任意的 
序数我们都可以引进 c 平面及其配对函数的概念 • 甚至我们可 
以引进 On 平面及其配对函数的概念 • 首先把良序关系丑扩充到 
On 平面上 • 事实上这是定义5,8中给出的关系及 ， 换句话说，式 
(9.6) 给出的关系是定义中定义的关系 i? 在（① . 3 )X (心幻 
上的限制，这样，对于任意的序数扎我们可以定义相应于尺 
的序数运算夕 （K 对函数）如下 * 

夕 (a ， 3) — Sup{^( I x G On A y £ On/\ ix 9 y)>Ri^ ,3)}*(9*10) 

由上所述，我们有(❾ 

由式 (9.10), 可以获得：对于任意的序数都有 

当且仅当 max{a ， /3}< 
max 0 %汾或 ma:?^ a ， 外 =max{V,(5} 

且0^或《=-卿<6 
由此，我们有 

E (y，2 + l)+a 

Y <mi ti< 当 a < j 9 , 

p(a 9 ^) E (V-2 + 1) ^ 

y < m a XO .^> 当 j 3 d 

关于运算夕，下述性质是不难证明的* 

(1) 对于任意的序数V ,都有序数使得 

y = 

(2> 存在运算 h 与 h ， 使得对于任意的序数 《, W , 当 y 二 
辦,)3> 时，有 



k x (Y)^a f 

<3) 对于任意的序数《，艮有 

(4) 对于任意的序数 a，/S, 有 

夕(®•卢 )<E(max{a, 外 .2 + 1) + max{fl?， 外 *2, 
y<Cmax{a, 外 

< (max {<2, 汾 .2 + 1)( max {a , 外十 1>. 

(5) 对于任意的序数《，我们有 

Ai(o)<a, 

Wa)<a, 

(6) 存在序数《,3,使得《_3， 

(r) 存在序数 a,3， 使得《¥^且々 2 (幻=心(沒）. 

(8) 对于任意的序数 《. 扎我们有 

Aj(«)^fti(i3)V^(a)^A2(i3). 

等价地说，我们有 

ki ( a )^ ki ( P ) Ahz { a )=^ kz ( P )-^ a — fi ^ 

§2 序数平面上的九层楼 

现在考察类 9XOn 2 , 这一类可以看作是序数平面 On 2 即 On x 
On 上九层楼，我们来定义9 X Of 上的下述关系 S 如下， 

对于任意的序数与 d ， f <9, ; X 9, 
< n «, i 3> S <; t V t d >- « t 9 ^> R < y f 6 >V 

< a > J Q > = < y , d > A ^< i . (9. U ) 

容易证明，关系 S 是 9 XOn 2 上的一良序关系•由这一良序关 
系，我们定义序数运算/如下 t 对于任意的《<9, 《， j 3 SOii ， 令 
J ( i ^^) — Snp { J ( x f y t z )\ x<^A 
y^OnAz^. OnA<A?,y ,^>S<i,a p j3>V # (9*12) 

式 (9.11) 定义的关系是在定义 5. S 中给出 On 2 的关系 i ? 的基 
咄上给出的三元组的关系，直观地说，对于九层楼中任二格子点 
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它们在 S 下的先后次序是首先看有序 对<« ，价 
与 <y，d> 在之下的次序，如果有<%,幻 i?<y,d> 成立，这时不管 f 
与 y 的次序都有<“《，办5<^,7，(5>成立，只有在 <a,j3> = <y,(5> 成立 
时，才需考察彳与 i 二者的次序，小者所对应的三元组在 S 之下在 
前，大者在后. <八心幻依据关系 S 定义的序数运算 J 在枚举三元 
组时是完全相应地给出的•直观说，好像一个人在序数平面 on 2 
上依照 i? 前进，每走一步是走在一个格子点<«,沁上，这时立刻 
从这一点<« ，办 （可以看作就是<0,«,办）开始，然后一步 一层地 
爬上九层楼（从底层向上走八 层〉， 再立刻返回原地（即底层的 
点<0'，幻)，返回过程中不汁步数，继续在平面 On 2 上走下一个 
格子点〈心，^〉，再从 <0，《,A> 出发，一步一层地爬上九层楼•亦 
即首先是0，然后依次是1，2,3,4,5,6,7直至8为最后一层再返回 
原地，走平面上的下一点，如此等等.在上楼时，每走一步函数 
/都加上1,下楼时不计步数，/不作任何运算 ■ 

现在，我们在 Of 上定义九个函数 A ,/，， …, / R 如下： 

A ( a ， j 9)=/“， a ，3), (9.13) 

其中 a / GOn •这九个函数有些有趣的 性质. 

定理 9.1 序数类 ran / f 互不相交，即当时， ran /; 门 
ran / y -0, 并且它们的并，亦即 ( ran /。） U … U • ( ran /,) = 
On » 

由于^是良序关系及式 （9.12) 与（9，13)，定理显然成立 • 
证明从略. 

对于任意的序数;<9,都有 

/,( a f ^) = 9^(^ f /3) + i , (9*10 

其中多的定义是由式 (9.10) 给出的 ” 与“ •”分别为定义 2*17 与 
定义 2.21 的序数加法乘法，由此我们有 

9 •/ E (V*2 十 1> + 中 < 

：- } 当0?<卢， 

ft ^ y ^)=\ 9 , E (y-2 + D + cr + m + « 

[ 卜 man " / 当芦分 • 



由/的定义，对于任意的序数 V ，都有三元组</，《 使得 

其中 K 9, oeon , 3 SOn •因此，就有三个运算々。，心与心，使得 

左 i (./ G , a ， 尽 ））= a ， 

尨芦))=芦. 

例9,1 


v /"o(0 ， 0〉 s 0 ， 

W0> = 0, 

7,(0, 0 )= 1 , 

k 9 ( 1) — 1, 

,2( 0,0 〉= 2 ， 

k(2)=2 f 

/,(0,0)=3, 

A 0 (3) = 3, 

J *(. 0 ， 0) = 4 ， 

々 o(4 > = 4 ， 

/ 5 (0,0)-5, 

K5> = 5, 

/r,(0,0)-6 > 

^o(6) = 6, 

/.(0,0) = 7, 

W7) = 7, 


灸 o( 8 〉 = 8 ， 

•A(0 ， l) = 9, 

Aq( 9) — Oj 

/i( 0,1) —10, 

Wiox 

/ 2 (0 ， 1 卜 11 ， 

灸 o( 11) — 2 

/,(0,1)-12, 

ko( 12) — 3 

//0,1) = 13 ， 

W13) = 4 

/“0 ， 1) = 14 ， 

k 0 (14) — 5 

/ fi (0 ， l) = 15 ， 

ko(. 15) = 6 

/ 7 (0,1) = 16, 

^o(16)=-7 

/“0, 1 ) — 17, 

M 17) = 8 


/oCl,1) — 18, fto(18) — 0* 

定理 3.2 对于任意的序数 a j 和 i <9， 我们有 
ma ' X ' taJk/Ka ， 芦)， 
max{« ,3}</r(« j>0, 

心⑷❹， k z ( a )^ a f 


(9.15) 

(9.16) 

(9.17) 
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ky ( a )<： a 9 kz ( a ) Ca , 当 a 硭 ran /卜 C 9.18) 

证明 

令 Max { a ， 外 = V ， 这样，由式 （9.11 >与 （9,12) 我们 
有 

V</o(0,VX/ 0 (c,3), 

并且由式 (9.14), 就有 

/ o ( a ,/3)</；(«,3), 当 WO 时. 

由此，我们获得了式 (9.15) 与式 （9.1 S ) 成立•同理，可获得 
式 (9.17) 与式 (9.18) 成立 • 

定理9_3对于任意的序数 a , AV ， 都有 
a , 荩 / v ( a ， j 3)< o y . 

证，由式 （9.11) 与（9.12)，函数/把集合 
•5-{<.v,^^>U<9AyGOnA^€OiiA 

〈太 ，夕， r > S <“ a ,3>} 

一一地映射到小于/(〖,《,奶的序数集合，亦即序数/ 

这样，当 V =0 时，由习题3*1，就获得欲证结果成立•当 V > OB 、 j ， 
有 

SC9«(may{a ， j3} + I) 2 , 

因此，再使用定理 5.13 及其推论，就可获得欲证结果成立. 

定理 3.4 对于任意的序数《，都有 
G> a G ran/o* 

证明由式（9.15>,有 O t © a ), 但是，不能有 
1</。(0,叱>•因为，如果有屺 C ./ G (0,® rt )， 就必然有三元组 
①使得 

成立，然而这意味着久•由定理9.3,有由 
此，我们就获得了欲证结果 

事实上，我们还可以有一个更广的结论，对于任意的极限序 
数《，都有 

a G ran/o <9*19) 
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成立.这是囟为对于任意的序数 Id 和自然数 〖<9， 式 （9.14) 成 
立•令•夕 ( a ,3>， 有当 t •妾 0时，显然这是一 
后继 序数， 也就是说，当 i#0, MhP) 永远取后继 序数. 从而 
式（9_19)成立 • 


53 基本运算 

在可构成模型 L 的构做过程中，哥德尔的八个基本运算起着 
重要的作用，因此我们给出它们的定义并作些初步的讨论.下节 
我们将用这些基本运算并利用上节的结果去构造 L • 这几个基本 
运算都是从两个已知集合X与7出发，去获得新的集合的运算，它 
们是： 

尸 2( ： \? ，夕 ）= {a j 彐幻彐 ; 

Azi 

应当注意运算 F 2 (.v，：y) 和 y 无关，即欲求集合的任一元素 
z 、 与 y 无失， 只依 赖于心 并且只是把％所有的具有性质的 
有序对<&，&>汇集在一起所形成的 FAx , y ). 这一值仅依赖于集 
合.《• 

F ^ x ^ y ^ — x -^ y % 

Fa( ^,y) = {<2jn>\ <ZjU> ? xAz&y}i 
F^ l (x 9 y')= {^U€.vA3w(<2,«> G^)}i 
F e (x 9 y)— {<z 9 u>\ <z 9 u> € xA<u } z>^ y}i 
尸 7 <x,y ) = {< 2 ，《，《> I 6 y}% 

F^x f y) = {<z 9 u 9 t'>\<z^u 9 t>£xA<t f z^u>^ ： y } 9 
由这八个基本运算还可以直接给出其它一些运箅，比如交集 
合是通过/' 3 (%>0直接定义的，这是因为 

尤 fl 夕 =s %上( 

— F ： i ( x 9 F ^ ix 9 y))m (9.20) 

当时，由上述定义式，显然都有 /^ U,：y)C：h 而它 
们的特点都是对^的元素作分析，除纟=2外，并与 y 的元素作对 
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比，就可获得它们的值 • 就 A (心 y ) 而言，任取 X 的一元素 2 t , 
我们首先考察 A 是否是一有序对，若不是有序对，则 
夕>，若^是一有序对，我们再看它的第一个元素 Q 是否厲于它的 
第二个元素々•若不是，同样 A 不在/ ^( Ay ) 中，若办，则 
A € F 2 G ，： yh 由上述过程，对只需检查％中的元素是否 
满足相应的条件就够了•这里对于 ） 我们仅需考察％中的 
元素是否属于 y 就够了 J 的任一元素心若 K ： y ， 则 M F 3 ( x 9 y)i 
若 4 y ， 则 •集合 F 4 (, v , y ) 的元素是 x 中的所有有序 
对并且这一有序对的第二元素在夕中_ F ^ x . y - y 是 at 的元素同时 
又是7的元素中那些有序对的第一元素的汇合 • 换句话说，我们 
曾定义一关系及的定义域 domi ? 和值域 rami ? ，现在我们可以推 
广这一表示法，使得对于任意的类（可以不是一类关系）及，令 
6omR= {.r] 3y ( 以， y> Gi?)h 
rani ?— {y I 彐 夕〉 
fldiv! = domi?U rani ?， 

由此， 我们有 

Fr,(x^y)^=x fl domy* (9.21) 

集合是把 f 的元素中那些有序对（比如为 <«“>)， 
对其中每一个有序对求其逆（即由有序对 < u f D 变到有序对 
<<?，《>>，宥它是否在 y 中•若在: y 中，则<«，/>在 A(x，y ) 中，这 
样，由: x? 与夕获得〈方 ，少） 是明确的* 

集合尸 7 U ， y ) 是把: V 的元素中那些三元对 < s 9 u , l > 变换次序 
a ， u )， 并考察后者是否在 y 中•类似地集合是把太 
的元素中那些三元对<2，《 ，纟〉 变换次序为 〈纟 ，1«>，并考察后者是 
否在 y 中 • 

由上述说明，基本运算/^至/^都是它们的第一个变元^的特 
定子集合，而尸久〜义）是由 戈与: y 所简单地决定的，这些运箅都 
具有良好的性质. 

现在，我们对于某些基本函数再作一些说明，首先，令 
B^{<x,y>\x€yAxeVAyeV}. 0.22) 
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不难验证 E 是一真类•由此，我们可以获得 

F 2 {x^y)^x[\E^ (9.23) 

为了统一考察基本运算，令 

Fun (夕 2 , K 2 ) 八 V«V t { pz { uj ) =«), (9*24) 

这样，％是定义在上的函数，并且总有 、 

yu\/t(«u f t> f u)e px)* (9,25) 

令 Q 产 %=夕2,由此，我们有》 

/^4(龙， y ) 门 ( yxV ) 

—x HranC ^ ir y )» (9.26) 

这是因为 ran (以 y )^ y xV 9 并建议读者给出这一证明•又 
因为 ran ((^「 y ) = domy ， 由式(9^21>可以获得 

F^{x f y) =^nran(Q 5 l v y)^ (9.27) 

现在令 

Fun(^, V 2 ) A V^V t(QAn ， f ) 当 <i ， it »， (9-28) 

Fun(^f, V a ) A = (u ， z ， 0, (9.29) 

¥un(Q<n t V % ) AVu\/ ty z(Q&(n f t 9 z) — <t 9 z 9 u»^ (9.30) 

这样，对于任意纟，我们有 

Fi ( x f y ) — x flran(0rf y). (9»31) 

对上述定义的 G(f = 4,5,6,7,8) 而言，我 们有 : 

若 C ' czC 2 , 则 ran (糾 C ^ jCranC ^/ t C 2 ). 


§4 t 的构造与性质 


定义 9.1 由八个基本运算和求值域的运算我们超穷递归地 
在类 On 上定义一类函数 F 如下： 

domF = On 并且对于任意的序数 a ， 令 

ran ( ZTa ), oGtan / 0> (9.32) 

1^{0) ^ \ 

{ F f ( F ( K t ( a )) 9 F { K 2^)), a ^ ranj ,. (9.33) 

0<^8. 

因为 OSran / 油式 （9,32), 显然有 F ( O ) = 0. 并且我们有 
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下述例题成立， 

例 3.2 

F ( l ) = Fi ( F (0) f F (0>) = <0>— 1, 

FC 2)- F ^ F^) f F (0))^0, 

F(3) = F 3 (F(0) f F<0))-0, 

F (4)- F 4( F <0), F <0))-0, 

F (5) = f ， ,< F (0), F (0))-0, 

F (6) — F «( F (0)* F (0 )) = 0, 
f(7)-/ ? T (F<0),F(0)) = 0, 

F (8)- Fh (/ 7 (0), F (0)) = 0 > 

/ 7 (9) = ran(/ r f 9) — { 0 ,l}= s 2 , 

F( 10 ) = F t (/ ? ( 0 ) t F(l))-F l (l t O) = { 0 < n^ 2 , 

F(ll) 二 F 2 (F(0) ， / r (l))-0, 

F (12) = F 3 ( F (0)， 尸 = 

f (13)=^( F (0>, F (1))=0, 

/ r (14) = Fr ) CF(0),/ r (D)^0, 

/ ， (15> = K(F(0),F(1))=0, 

F(16) = F I (F(0) > i r (l))=0, 

/ ， (17) = F s (F(a),F(l)) = a t 
/ 7 (18)^= ran ( i r l N 18) = {0, l ,2} = 3. 

由上例和定义 9.1 我们知道，对于给定的 《SOn ， 总有自然 
数 f <9, 使得 d € niii // •当 kO 时 ， FW 的值为 raja(/：Tc) ， 即 
对于每一0， F ( J 3) 的值恰好都是尸(幻的元•当00时， 
先求兄((0, IUW 值，它们都小于《，故此时已知逭了厂(&⑷) 
与的值了 • 然后，依据基本函数的计算法则，冉求 
F ,{ F ( K { a)) t F (瓜⑷ ）） 的值，亦即函数 F 在 a 时的值即 F(«) 

的值. 

定义 9.2 对于任意的集合 S ， 如果有一 aSOn , 使得 
S ^ Fia ), 则称 S 是可构成的. 

令 L = rarLF , 则一集合 S 是可构成的当且仅当 
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显然，由定义9,2,对于任一集合 S , 若 SGL ， 都有 
—序数《，使得 S = f («)， 当然, a 不要求是由 S 唯一决定的•由例 
9,2不难看出，集合 M ,2,3 等都是可构成的*对于一个可构成集 
合 S 来说，使得的序数 a 可以称为5的阶段，集合0的阶 
段为0,2,3,4等,集合1的阶段为1，12等，集食 2 的阶段为 9 ，10等•由 
此看到，可构成集合的阶段总是存在的，并且，一般说来是不唯 
-的 • 

注记9,2对于定义所给出时类函数 F 的合法性，我们 
可以使用定理 H 2 给予证明•为此，需要在 V 上定义一类函数 G 如 
下，若 dom ^€ ran / fl ， 则 GU ) 若 ran // ，其中 

0< f <8 ，则 G ( x ) = ( domji ；〉） ， x (Kz ( dom ^))) j 
domx 为其它情况时， = 0 •这样，由定理 4 . 12,唯一地存 
在一函数使得 

- FurK/^OiO 八 F(<0 =G(/t a )， 

这样的函数恰好满足定义 L 1. 设 《€ ran /,， ^ i ^ S f dom ( F [ a ) 
= a ， dom(Ff a ) ( Jran //, 所以有 

G(F[a)^Fi((F[a) (a)) , {F\ a)(K 2 (a))), 

又因为 K ⑷ < a ， X 2 ⑻ < a ， 且当浮<«时，有（打《)⑻二 F 
O ), 所以有 

F ( a )= G ( F [ a ) = F i ( F ( K l W ) 9 F ( K i ( a ))). 

另一方面，当即 dom (^ ta ) gran /。 时，有 F ( a>=；G 
( F 「 a )= r a n ( fT «>, 由运算&与 K 2 的定义，有 iWKM ))= a ， 
K 2 ( /并且有 

尸(/机芦)）={戶⑻， F ( J 3 )K 

F(/ 3 C«,j3)) = F(cp)-=-F(3>, 

F( j^a f 0)=F(a) nran(Q ； r^(^))* 4<^<8, . 

0 £ a ). 

定义 S * S 若 S 是可构成的，且 a 是使得 ( a ) 成立的最 
小序数（即5=尸<(0并且对于任意序数爲，若月 < a , 则 



(山） ， 则称《是集合 S 的阶，并记做 Od(SK 

如上述例子， Od(0> 为0， CM(1) 为 1 Od(2) 为9， Od(3) 

为 18. 

定理15对于任意的序数《， ran(Fr^) 都是传递的， 

仅需证明 即一可构成集合的所有的元 

素都出现在该集合自身之前_ 

证明假定 a 是使得此定理不成立的最小序数•若 aeran/ fl ， 

则 F < a )=» ran ( F |、 a )， 当然有 F («) c ： raii (/ r | v «) •若 ran /; 且 
i >0, 则有汍， ft <«， 使得 《 = / K 成 A ) •当时，有 Z 7 ⑻〔 
•由定理9.2， 心 ◊, 因此，本定理成立 • 即尸 (jSDciran 
此外，由 3 i < a ， # ran ( Fr 3 i ) Cran ( F | v ff )• 所以，有 
F ( a ) c ： ran (/_ 当^ = 1时，有 F ( a ) = > ^( D ， ^^屯)}•因此， 
^^( jSOgranCfTa ), F (0 2 ) € nm ( F |、 a ) •所以，就有仍⑹， 
F (^ 2 )} c ： ran ( Ff «), 即有 FCcOdraiUFTa ) •综上，对于任意 f ， 
0< i ^ S 9 均与《的假定相矛盾，因此，欲证结果 成立. 

定理类1是传递的，也就是说，每一可构成集合的任 
意元都是可构成的. 

证明对于任一 xei， 令《二0<3(幻，则 r = F(«)， 由定理 
9.5就有%^以11(尸1^)，因为]^11(/1、《)〔厶，所以 xCL * 定理得 

证. 

定理 9.7 对于任意的可构成集合“ y ， 如果 rte：y ， 则 
Od ( x )< Od ( y ), 换言之， a ?6F(«)—Od(^)<«, 

证明不妨设序数火 A 使得 3 = OdU )，« = Od (^), 前提 
欠£>即尸(幻 CF(«)， 并且由定理 9.5, 就有 
F(a)<^r3.n{F[ (t) = {/**{V) I V<«}, 

由此，就有 A<a， 即 OdU)<Od(y)， 

定理 S .8 如果 x，：y 是任意的可构成集合且 0<i <8, 则 
F ,(： x 9 y ) 是可构成的，即若; v,ye 厶，则 

证明因为 x,：yei， 所以有序数 a ， 尽使得 ； y= 
/r (⑴•令 y=/(i , a ,3) ，由此，令 F ⑺=/^(尸⑷， Z ' O ))- 

. m- 



尸.( 方， y >, 故 F 心, y ) 即 F ( V > 属于 i . 

定理 9.3 对于任意的集合都有 

x(\yQL. 

证明由式 （9.20), 我们就莸得了欲证结果， 

定理3门0 若〜 y ^. L , 且 Od ( s )<©«, Od ( y )< T 叱，则 

证明 由定理9*9， 3 再使用定理9.3,即可荻得欲证 

结果 * 

定理 9.11 对于任意的集合 \ ， y ， z ， 我们有 
(1) x ， ： yGL 当且仅当 G ，： y>SM 
< 2 ) x 9 y 9 厶当且仅当 G , y , z>€£o 

(3) 当且仅当 

(4) ： y , 当且仅当 <2, a , y }^ L f 当且仅当 

<x 9 z 9 y'>^.Lm 

这里仅证明 （1), 其余的留给读者去证明•由 d 为 
{ {4, { 和定理9_8，显然，可以由 △获得 
逆命题由定理15获得 • 

定理3_12 \/ xixciL ^ yiy ^ LAx ^ y )). 

证明 考察 raiUOdh 〉， 亦即序数的集合 {Od( 2 )UGH •这 
是因为集合^的任一元都是可构成的•由序数的性质，我们令序数 
«满足条件 I 

ran(Odf 

后者是由于《</。(0,«0，因此，可取 / f (0，c 0 来代替 a， 所以， 
F(a)s=ran(Ffc ), 而且 xCZrand^oO， 因此， xC ： F ( a ) 9 F ( a ) 

是可构成的集合•这就完成了定理的证明 * 

注记 L3 定理％12是说，对于可构成集合的集合，（集合 a 
的元素都是可构成的，.〜不一定是司■构成的♦当然对于时，结 
果是显然的>，总存在一可构成集合:V ，使得*成立•这是一条 
十分重要的定理•有时我们也称如上的集合 J 为 3 的可 构成充 • 
定理9 .13 若戈， jGL， 则 
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证明 因为: vuy 是一集合，且它的元素都是可构成的，所 
以有％ Uy c = L ， 由定理112，有可构成集合: r ， 使得 AUyCh 并且 
由集合的初等性质 


x\jy=z^(,(z- : -x)—y) 9 
据定理94，即得欲证结果成立 • 

定理 3*14 Wx{xeL^^€L). 

证明 因为 a 是一可构成集合，由基本运算是一可 
抅成集合，使用定理 9.13 即得 V 为一可构成集合. 

由定理9,14和例 9 ,2可直接获得 T 任一自然数都有 《 £ 乙 . 
定理 LIS L 是一真类. 

证明 假定乙是一集合，由定理 9.12, 有一集合 yet 且 Ley ， 
然而由定理9*6,乙是传递的，因此，由： yS 人可得到: yczL •于是， 
L = y 9 亦即厶是一可构成集合•再由厶的定义，我们就有这 
与正则公理相矛盾，从而获得欲证结果 • 


§5可构成类 


定义 3*4 对于任意的类 C ， 如果 C 间时满足条件： 

(1) CaL y 

( 2 ) \fx(x&L^xr\CeL) 9 

则称 C ： 是可构成的类 • 

条件 （1) 是说， C 的元素都是可构成集合；条件 （2) 是说， 
任一可构成集合与（:的交仍然是可构成集合 • 这样，由可构成集 
合的传递性，我们有任一可构成集合都是一可构成类，反之不然， 
也就是说，有真类是可构成类 • 

例 9.3 L 是一可构成类，条件 （1) 是显然的，并且由于当太 
为任一可构成集合时，由定理 9 , 6 ,总有 

成立，因此条件 （2 X 成立•这样， I 是可构成类 * 由定理9,15,可知 
£是一可构成的真类. 

定理 9.1 S 对于任意的可构成类 C ， 如果 C 是一集合，则 C 
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是一可构成 集合. 

证明 由定理 L 6 和定义93,有一可构龙集合: y , 使得 CCTy ， 
因此，有 CPl：y = C •这样，由定义9,4就有 CS 厶 ，从而获得了欲证 
结果， 

例 9.4 Fnt 是可构成类，因为 EflLcrL ， 由式 （9*23), 

尤 HE 为基本运算 F 2 , 因此，对于任一可构成集合 a 有为一 
可构成集合•又因为 xcx , 所以 jfiEnL =« A ； n 五，这样，五 DL 是 
一可构成类 • 

定理 3.17 如果 Q ，（: 2 是坷构成类，则心二(： 2 是可构成的 
类， 

证明 因为 c ,， 匕都是可构成类，因此，对于任意的 
冇 X ncc ^ c ,>=^ n c ^% n c 2 , 并且从方 n c } ^ x nc 2 e 乙 ，得到 
戈 n ( c 二 乙 •从而获得欲证结果 • 

类似地，我们有下述二条定理成立 • 

定理 9,18如果 G ， c 是可构成类，则匕。。是可构成类 • 
定理 L 19 如果 c 2 是可构成类，则 c , uc : 2 是可构成类 ♦ 
定理? MS 是定理9,9由集合到类的推广，定理 9.19 是定理 9 .1 3 
由集合到类的推广 * 

注意到等式 

c ,0 匸产£二((厶上 C ,) 上亡山 
并依据定理 9.17 可直接获得定理 9.19 的证明 • 

定理 9.20 若: y 是可构成集合，则是可构成集合 • 

其中 

证明 设: y 是一可构成 集合， 由定理 9,6 ,y 的每一元部是可构 
成的，从而据定理9，11， ranO ?/ 『: y ) cX ， 并且若*是任一可构成 
集合，据定理9.8， jv ； nran (^/[' y ) 部是可构成集合》 
这样，据定义9,3, ran (^ r >») 为可构成类•又因为， ranCfttv ) 
是一集合，因此，从定理 9 .1 6 就获得了欲证结果、 

定理 3.21 若 C 是一可构成类，则 [ flran 你 『0和 
(其中彡<8> 均为可构成类 • 



证明甴定理9_20，对于任意的可构成集合， y ， 都有 ran 

因此，我们有同时厶 flran 
W 彳 OC 乙是显然的.为了证明对于任一给定的构成集合 X ，有 A 0 
ran (^ fC > 〔其屮卜 •二 4,…，8)，我们考虑任一 nran ( QitC )• 

方是 C 的某一元素经 G 所对应的像 I 取 C 的具有使得成立 
的最小阶段的元素/，亦即&( 〆 ）=$并且满足条件 
V《(Od ⑴ <Od(〆 )-*-Q f U)=^z ) 9 
令《= { 〆 \ z&!x (1 raMQfl C )), 

这样， 《 是由可构成集合组成的一集合且•应当注意的是由分 
离公理《为一集合（但不一定是可构成集 合)， 因为 m 是一集合，且 
u [ L ， 据定理9,12,有一 集合％ y eLRaC ： y . 我们能够选择 
yCC ， 因为若不然我们可以取它为: yflC ， 因此，我们有 udyC ： 
C , 这样，有 ran ((^ y ) C ： ran ( g ，「 C ：>， 从而有 a ( Iran (糾 y ):at =) 
raxi(&f C ) •另一方面，由于; vfUaiUQ / rC ) 的任一元素在《中都 
有原像(图9*5)，所以此原像也在义中.因此， xnran (^〖 C ) 



C ： 尤 nran ( dy )- 因此，我们有 ^ ClTan ( Q/t C ) C \ rs . n{Qit y )* 

据定理 9.20, 有•从而完成了定理的证明 _ 

定理3,22若 C ， D 为可构成类，则 

(1) dom ( C ) , 

( 2 ) VdOdL, 

(3) CxD , 

(4) C[D 

都是可构成类，其中 F ^ Q ^ VXC % 
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证明 （ 1 ) 与 （ 2 > 是显然的，我们仅证明 （ 3 )与（ 4 >• 对于 
(3)，我们令 K 2 ( C )= CxV ， 并注意到下述等式 

cxD-(cxv>n(V r xz))-v 2 (C)nVi(D> 

=(LnF 2 (C))n(F,(D)nL), 

就可获得欲证结果•对于 （ 4 ), 我们注意到下述等式 
cTD-cn (v^xD)-cnLn<vxD), 

就可获得欲证结果 • 

应当注意，并非关于集合的一切运算都能够从可构成类获得 
可构成类，例如，幂集合的运算就不是如此，我们不能够证明 
逆 u ) (其中％为可构成集合）是可构成的 • 

定义6,12引进了 ZF 可定义类，定理 S . 25 — 2 7讨论了它们的初 
等性质•现在，我们将证明 i 的可定义子类都是可构成类 • 

定理 9.25 若类 C ： 是 ZF 可定义的，丑 CcL ， 则 C 是可构成的 • 
证明 施归纳于定义(:的 ZF 公式的构造 • 

(1) 基始：定义 C 的公式为这时 C 为式( 9 . 22 )定义 
的类五，使用例 9.4 即得欲证结果 • 

(2) 设 XU ) 为一15(；0,并公式 BU > 定义的类 D 已是可 
构成类，显然厶[乙，并且由前提 Cc 厶，所以，这时我们有 

L ^ D ， 据定理 9.17 即得欲证结果 • 

(3) 设此)为 AU ) Vi 4 2 ( A ?>， 由归纳假定幻与幻 
分别定义的类匕与(： 2 都是可构成的，因为，据定理9，19, 
C 是可构成的 • 

类似地对于 4 U ) 为先 U ) 八土(为 ）， as )— 4 2 (龙），和 
A .\ ( a ?) < 都有欲证结果成立 • 

(4) 设 4 U ) 为彐 ASU ， y )， 由归纳假设 S (. w ) 定义的 
类 D 是可构成的，这时 C = i : a n D •由定理 9.21 和生记9，1，即得欲 
证结果成立_ 

对于 4 U ) 为 VyBU ，： y ) 时，使用逻辑定理 
V V^y ~\ B ( s x 9 y ) 9 

即得欲证结果成立 • 



5 6 ZF 的可构成模型 i 

本节的目的是证明如果 ZF 是协调的，则 ZF 的每一公理在£ 
中都是真的•换言之， L 是 ZF 的一个类模型 • 它不是定义6,9意义 
下的模型，因为 L 是一真类， 

注记9,3在分离公理成立的情况下，并集合存在公理和1集 
合存在公理分别可以取下述较弱的形式. 

并集合存在公理 (弱形 式 h 

V * 彐 jy V ：2 r (3« (级 (9*34) 
幂集合存在公理(弱形式 h 

V xSy V z { zCZx-*z 6 y ) • 〈9*35) 

由并集合公理的弱形式肯定：对于任意的集合6必有一集 
合夕，使得 Uxc 夕，而 IU 是否是一集合并没有给出回答 •然而 由 
这一集合: V ，使用分离公理，就可获得有一集合 x 使得 U a 
因此，据并集合公理的弱形式和分离公理显然可获得并集合公理 E 
类似地对于幂集合公理有相应的结论. 

现在，我们来证明本节的主要定理 • 

定理 L 24 如果公式4是 ZF 中任一条公理，依据定义给 
出命题则有 

ZF 1- A .. 

证明 我们逐一证明对 ZF 中每一公理，本定理均成立.下述 
证明是对 ZF 系统中的公理逐一进行考察而完 成的. 

(1) 外延公理在 L 中成立是指对于任意的可构成集合 A 
y ， 如果对于任意的可构成集合2：，有 

~ >z^ ： y 9 

则 = y ♦因为 A y 是可构成的，又因为由定理 L 6 可构成集合的元 
都是可构成的，因而不必考察 i 之外的对象，仅考察可构成集合 
就足够了 •这样，我们已经证明了 * 

ZFl - x ^. L \/= y )> 

也就是说，我们有上 x ^—* z 6 y ) =^ y )* 



(2 > 因为 0 Si , 听以，空集合存在公理在[中成立，亦即有， 

L 1=彐: vV jK 一 Ijy € 尤）， 

(3) 由定理9,8,我们知道，对于任意的\ y ^ L 9 都有 
F ,( x , y ) W \^ y ) eL , 亦即，有 

L \=^\jx\f y^z\f y } • 

(4) 关于幂集合公理•对于任意 x € i ， 由幕集合存在公理， 
穸 U ) 是一集合，然而不一定有淡 ( Wd 因此，我们考虑 
LD 逆 U ), 显然，由定理9,12,有: y € L , 使得 

LD 淡 U ) cr > 

这样，对于任意的集合2 (不一定限于构成集合)，都有 

z^：L n 多（龙）一 

特别地，对于任意的可构成集合2，也有 

~^z € y • 

这样，对于 sei ：， 有2€淡(：》)—•亦即 

L J=V 义彐 : yV*s( 之 ex— 艺 € 少 ）. 

(5) 关于并集合公理，对于任意我们考虑 UA 由并 
集合公理和定理可知 U W 是一集合，并且它是由可构成集合所 
组成的一集合•据定理 m , 有一集合少 el 使得 u * c ： y _ 也就 
是说，有 Vd 3«€ WKw )-^€： y ) •因此，有 

ZFl— V a 彐 y y))» 

也就是说， /* ^= Va 3： yV 《(3 M («€； f /\;?€ w -^6 yK 

(6> 关于分离公理模式，对于任意公式』 ( aO , 由定义 
给出公式‘以),我们令 

I ™ { xlAi .( x ') } * 

显然，1是一 ZF 可定义类•由定理 9 * 23 , Jfli 是可构成类_ 
换言之，对于任意的乙， 夕 nisi •因此，欲证结果成 !£• 
(7) 关于替換公理模式，对于任意的 ZF 公式4(、夕)，满 
足条件 V*3! ， l(A ；， y> •由 定义 L 11 给出公式•令 

A l = { <〜》>1 瓜 (:* ， : y ) } ， 

由前提条件是一类函数，并且据定理9 • 23 n i 是可构 成类， 

* 237 ♦ 



对于任意的可构成集合 S ， 令 

w =*4 lT 5, 

据替换公理《是一集合，由定理9.22<4〉，從是可构成类 * 这样，由 
定理 9.16 有•令 

S ), 

不难验证^ € JL •并且对于任意的 s G L _我们有， 

**—* ^ 3y € SA^iyfZ ) « 

欲证结果成立 • 

(8) 关于无穷公理，我们令 

S ^ F ( o ). 

由定理 9.4 fi >€ ran / t )， 据定义9_1， F (< Q ) = ra . n(Ff 显然有 
0 6 , 并且对于任意的集合心当 KS 时，即有山 
取自然数 w ， 满足条件< 1 ) n < m , ( 2 )抑在『311/0之中（例如，可 
令 w = /<0,0 ，n + l )， 由式（944)，上述条件 U >,<2) 显然 
成立）.取:这样， 由讯的 取法，有: y 6 S 和据习题 
6.3, 就获得了欲证结果 • 

(9) 关于正则公理，我们欲证：对于任一不空的可构成集 
合义 冇可构成集合使得且•因为 当方给 定时， 

由正则公理，有一集合 y ， 使得且 jy € 力，只需指出 
: yet •然而由于 L 的传递性，结果显然成立•也就是说，我们有 

ZFh- V x^L{^^0^3y G L(y £%/\y 0^ = 0))* 

综合 （1 )—(9)， 定理 L 24 获证 ♦ 

§7 /： 中的序数与可构成公理 

我们已经证明厶是 ZF 的模型，这样，在 L 中就可以建立集合 
论的每一概念和运算了，本节我们着重讨论 i 中的序数概念 ♦ 关丁 
序数的定义，在第二章中我们曾经给出了三个等价性定义•本节我 
们在 L 中运用冯•诺意曼的概念，也就是说， i 中的一序数是 i 中 
的一集合 a 并且在 i 中 X 是传递的和 e 连接的，亦即 
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\f y^L\/ z^.L(y^xAz^^^y^ ： z\/y^s\/z&y) 

/\\/ y ^ LVzeLiye ^ Asey ^ zex ). (9*36) 

式 (9*36> 也常记做 OiuOO. 

由定理 9.14, 可以看出，任一自然数都 是厶中 的序数 • 

定理 3*25 ©是1 中一序数* 

证明因为自然数都是 i 中的序数，并且任一自然数《的阶 
都小于叫因此又因为分离公理在△中成立，我们有 
g >— { x \ x ^ F ( o ) J \ On L ( x ) } , 

由此， ©ei, 并且显然有 oiu(o)， 这就获得了欲证结果 • 

由山是 L 中的序数，据定理^ 4 ,可知<»+1， 6) + 2, 

Cn & o ) 都是 i 中的序数•并且我们有下述更一般性的定理 • 

定理 9.2S 对于任意的序数《，都有《是^中序数， 

证明假定 序数％ 是使得此定理不成立的最小序数•显然％不 
是0也不是后继序数•亦即 A 为一极限序数•由心的假设，对于任意 
序数必有最小的序数 A 使得并且当心<化€« 0 
时，满足等式％ 山 的最小序数艮与扎，必有 
比〈札 .令 

/5 0 -Sup{ ^|ce«oA«=F(j3) }, 

易证，3。为一极限序数•因此，我们有 

a 0 dF ^ a) m 

这样，我们有 

« 0 ={«| a € F (办）八 Oiu ( a ) } • 

据 L 中的分离公理，有并且显然 Oru(A) 成立•因此，欲 
证结果成立 • 

于是我们就获得了厶中的序数与V中的序数是相同的，也就 
是说， OncL •这样, L 就是一个相当大的真类了•然而是否有1 = 
K 成立呢?人们称为可构成公理，实质上它并不具有公理的 
资格，只是在推演过程中的一种假设_尤 =1/ 在乙中是否能成立呢？ 
换言之，命题 （L = Vk 在 ZF 中是否可证呢？这是我们要着重讨 
论的问题，我们将证明上述问题的回答是肯定的，为了证明这一 



重要结果，下节我们将引进相对性与绝对性这样两个重要的槪念， 
并给出若干相应的定理. 

§8相对性与绝对性 

定义3,5对于 ZF 语言中任一公式4我们已有公式有 
时我们也称为 A 对于1的相对.对于任意的类 C， 如果(:是由公 
式 ZU ) 所定义，即这时，我们令 

Ct= { x\A l (a) } , 

并称为类 C 对于 i 的相对.当公式 B(x> 表示概念（或运算）时， 
我们称 StU) 是这一概念（或运算）在 i 中的相对* 

关于相对这一概念，可以这样看，令 

对于任一公式 4U), 我们施归纳于 2U) 的结构来建立丄 (#): 把 
换为尤 €t：y， 命题逻辑符号保持不变，每一集合变 元;* 都换 
为变域为I的集合变元 i 因此，量词 Vl 七分 别换为 
彐尤€乙，等号==作为逻辑符号令其保持不变 •因 此，对于任意 A 
K 厶，有 

y 

成立•当然，在不致引起误解时，为了简便起见，我们常常把 
直接写做 €• 

我们已经建立的类有0，叫 L f On 9 V和 五等， 已经建立的 
概念有自然数、序数、属于关系、包含关系等，已经建立的运算 
有集合 jv 之并 IU、 幂逆 U)、 定义域 domar，ram; 等，我们要论 
及这些类、概念和运算对于 L 的相对化，并且论证它们分別在V 
中与 i 中取值的具体情况 • 

例 3.4 序数是概念，它由公式 OnU) 亦即 

V^y yVy 6*2) AVy 

Wz{y y^z€xy 

所刻划，而 On (幻的相对 On L (%) 就是 
Vy 厶 （y 6 xA ^& x -^ z ^ yVs^yVy ^ s ) A Vy 
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V2 ： £i-(y 

OnU ) 表示欠是 V 中一序数，上节我们已经指出 OiuU ) 表示％是 
乙中一序数•定理 L 26 已经获得 V 与 L 中的序数是相同的 • 

例 9 J 并集合运算 LU , 刻划它的公式是 

•由并集合公式和外延公理，满足这一公式的集合 y 
是存在和唯一的，并且当我们把公式中的^替换为 U a 时，它在 V 

中是成立的•现在我们把公式 

yz^,L(z^ ^u^L(u^xAz^.u)) 

所定义的运箅记做 Ud . 对于任意的可构成 集合乂 5的所有元柰 
以及元素的元素都是可构成的，也就是说，我们有 

U ^ U l »* 

定义 9 .S < 1 ) 对于任意的类 C 和 C 对于 L 的相对 C t ， 如果有 
C〆 ， 则称类 c 是绝对的* 

<2)对于任意的概念做它对于 i 的相 对心 U >, 如 
果对于任意的;%€△，我们有 

u{x) < — ►«!> ( 戈〉 

成立，就称槪念为绝对的_ 

(3) 对于任意的运算 HU ), 和它的相对运算 Hl 〈幻 ，如果 
对于任意的我们有 

成立，就称运算/ /( JT ) 是绝对的. 

由上两例，我们已经知道，序数是一绝对的概念、并运算是一 
绝对的运算* 

定理 9*27 (1) 如果一概念是由公式 AU ) 定义的，并且 
当 4 U ) 是2 0 公式时，则这一概念是绝对的 • 

(2) 如果《(災）是一运算，并且: y = 可以用一个公 

式所表示，则这一运算是绝对的 • 

证明先证 （ 1 ) ，假定水幻是 L 公式，且为又因为 t 是传 
递的.我们施归于的结构，当公式 4 U ) 中无量词出现时， 
这时 AU ) 与戌 U ) 相同，因此，定义 L 6 ( 2 >显然成立•其次， 
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_ 们施归纳于 4 U ) 中含有的受囿量词的个数，若对含有 M 个量 
词的公式定理已成立•且水幻为 V ： y € AB ( y ) 这时 4 l U ) 

为 V ： y € L (: yS ^^ SL (： y )>. 由归纳假设，对于任意的6€厶，有 
成立•同时由 a ? 的任一元都在 L 中，由此， 

有 

^ 4 (^)^ _ ^A L (xy 

成立，当瓜幻为彐: y €^^<： y ) 时，类似地有欲证结果成立. 

再证 （ 2) •假定 yHU ) 为2。中公式 v 4 U , y > 所表示，这样， 
对于任意的〜就有唯一的夕使得成立，且有 A ( x 9 H { x )\ 
又由于为心中公式，由 （1) 对于任意的: tf , 二有 

A ( x 9 y )^~-* A L ( x 9 y ) 

成立，并且瓜 ( A 夕）表示了运算 j = 对于任意的 xeL ， 

就有唯一的> 使得 y = 从而我们有丑 〆 *)=丑(~)•这样， 

我们就完成了定理的证明 • 

由上述定理，我们立即获得了下述定理： 

定理 9.28 由第八章中 &_ E 45 所列举与表达的概念和运算 
都是绝对的 • 

定理9,23如果二运算打， （? 为绝对的，且对于任意 
运算《由式 《 U )=- H ( GU )) 所定义，则《是绝对的* 

证明 因为为可构成集合， 
H ( Gl ( a ?)>= Hl ( C l (*)) - fi «^)= H L ( Gz .<*)), 从而 《 LU)g 
« U ), 据定义 9*6， 定理得证* 

这个定理对于多变元的运算也是成 立的. 

关于绝对的类，由例9* 4 ，我们有 Oi = O n •也就是说， On 是 
绝对的类， 

定理 9*30如果 运算/ /(：«) 是绝对的，且类 CcL ， 则类 
ran ( H [ C ) 是绝对的. 

证明因为 HU ) 是绝对的，所以对于任意的 ael ， 都有 
H ( x )^= H l M 9 特别地，对于每一 都有 HU )= HlU ), 

从而欲证结果成立 • 
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可构成公理在 L 中成立的证明 


本节的目的是证明：为此，我们仅需证明 
= L 这是因为 

V L = { x\x^L\x=^ } —L f 

而由此与定理9.30,我们仅需证明定义 i 
的运算 f 是绝对的•现在我们来逐步进行证明 • 

定理 S .31 定义 9_1 给出的函数 F 是绝对的， 

证明为证明这一定理我们给出如下步骤 • 

(1) 对于任意的序数: v ， y ， 序数^为它们的极大值， 
max { x 9 y } 可以用公式表示， 

On(Af) AOn(^y) A € y\/ % — y-^z = y) A = 

显然，这是一个公式•所以，它是一个绝对的运算 • 

(2) 由定义 5*8 建立的关系2?是 I ：。公式，从而它是绝对的_ 
这是因为定义 5.8 中右边出现的 max ，<( 即都是2。可表示 
的^ 

(3) 由式 ( L 10) 定义的运算夕是绝对的•因为，它可以由下 
列 So 公式表示，对于任意序数《，氏 V ，我们有 

V= p(a，^) V^€ 7 彐夕 €a + 彐名 € 卢 + 

yz€^Vt€^yue^ + «y 9 z>R<i 9 n>^p(y,s) 

< p ( t 9 u )) 9 

其中是 Vy € aV ： y =« 的缩写，彐 是彐) ，乏的 
缩写， VzeP ， 3 A /3+ 类似. 

(4) 由式 (9.11) 定义的关系 S 是2：。公式，从而它是绝对的》 
这是 （2) 直接获得的， 

<5)由式（9，12>定义的运算/是绝对的运算 • 

使用 （4), 类似于 （3) 即可获证， 

(6) 由式 (9*13) 和（5> 直接 获得， (0<€<8)是绝对 
的运算， 


§ 
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(7) 由 （6) 及第八章 E 2 ,， 容易获得 aed O m /:.(0«<8) 

是 E ? p 可表示的，从而它是绝 对的. 

(8) z ^ F f ( x 9 y ) (0< t <8) 是可用公式表达的. 

由 E 1 S 可知， pAUd ) 可用 Ec 公式表达* 

«= H 五可表达为下述匕公式 * 

V^€^(^^-vACf*Dr 6 〔勿〕 2 )八 义 ( 〔«〕i € 

由用 Ha 公式表达* 

FF 4 U ,)>=^ n <： yxVO 可表达为 t 

^AC«3l€ y) A V«€a?(Cwji -^u^z) 9 

显然，这是一个2。公式 • 

类似地可获得纟= 5,6,7, 8 时的欲证结果成立 • 

由于上述运算都是 Ed 可表达的，并且依据定理就有基 
本运算是绝对的* 

(9) 当我们注意到 K 25 , 可用 Ed 公式表示，并且 

^U = ran (. rr ^), 就获得 ran ( PTo ) 是绝对的（因为对于任意 
序数〜都有 ran 〈村 oO € L >. 

(10) 由以上 （1)— ( 9 )和定义 L 1， 我们就获得了定 
义 9.1 给出的运算 F 是绝对的. 

注汔 上述定理说明了 = 成立♦也就是说，虽然 
可构成公理不具有公理的资格，然而它在 t 中是成立的 * 由它还 
可获得若千重要结果，因此它可以作为 L 中推理的格，或者说是 
乙中推理的一 个熏要 的论据 • 

§10序数集合与关系的同构性 

本节建立序数集合的几个同构性定理，这些定理不仅对于下 
节证明 GCH 在 i 中成立时起关键的作用，而且它们还具有自身的 
重要性.在下一章建立 GCH 的独立性时，它们也很有启发性 • 

定理 9.32 如果集合《<=011，且《是关于一元运算 A '， 私和 
二元 运算, A ， /,，…，/«封闭的是从《到序数关于属于关系乞 
的一个同构，则 G 是对于乃(0<{<8)的一个同构，亦即对于任意 



i<9， 都有 

⑽8» # 

并且 h 对于//是封闭的， 

适明 由& 的封闭性质，由/就可以建立集合 9 x " x » h 关于 
关系 S 与集合《大宁£之间的一同构•确切地说，由/可以建立起 
结构<9 XV , 6>与结构<«, €>之间的一同构对应.令 
V ^= i < t,a ,3> io<i<9A« 

这样，由/就可以建立 <ts 公与 <W，G > 之间的同构 • 因为 ■若 
令 

i = 7T <9 x « 2 )， C9d7) 

于是，我们有 = 因为 M 关于每一/，都是封闭的，所以 
>raii7CI M , 但是， S —方面，若必有*’<9, \ 译 ^ u ， 使得 
r=/(i，aj) •这是因为《对于仏， K l9 是封闭的，故有I，《， 
衿使得<=艽。（>0， «=A,(V), 并且有 

Xi(V), K 2 <V)W “， G，iS >, 所以，有 reran ?， 从而 
ran^ =^ u » 

从式（9.37>，我们有1对于任意的 n A<9 ? cf x , a 29 $ lf 
/3 2 6«,下式 

<i^i 9 ^i>S<k 9 a2 9 $ 2 >^iU^ l ,3i>€ y(A ， a 2 ，&>, (9.38) 

因此，我们有 ^ 为 9XV 关于3和《关于 G 的一同构. 

据太我们定义:;,如下： h 是函数，且有 domy^9Xa 0 % 并 
且对于任意的 a， Peu , G(a)Ga 0> «爲） M。， 我们令 

jdi . Oia '), C(/3))^=«y(i，a，i3)). (9,39> 

式 （9.39) 就可以写做 

；,(^«i^i)-G(7(t,« 2 ,^>), (9,40> 

其中 a” G a。， 且 Cfi = (^(052 )， = 02) 亦即 A = Cr， v (aI )， 

A 二 G-KA) •现在，我们打算证明函数 h 建立了 <9X4, S> 与 
<«0» €>之间的一同构.现在，我们有了 ran；!- 
因为由定理的前提条 件/是 <«， G >与⑽，€>之间的同构 CB| 
关于属于关系 e 的一同构）•由此就获得，对于任意的 A， 
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0|， ，有 

^> R <^ 9 j 3 2 > 

G (石 1)> 丑 <(^(^ 2 ) ， G( 

从而，对于任意的 g 2 , &，心 6 知我们有 

〈 dDA-KjQOXRCG 叫 （ A>, (?4( 心>一 

< fl t ， 02〉， 

并且当〗， A <9 时，有 

< i ， G ' Hc ,), G ， 1 (汍） > S < fc ， G -'(« 2 >， G - 1 ⑹〉— 

</， ( x ^ 爲 . i 〉• 

假定 A ， a 2 ， 戌， 0 2 6 a fl 且 ( i ， A ， a z , fh \ 这样， 

我们就有 <^- 1 (« z ), G - D 、 据式 
(9,38), 我们有 

■j(u 心 “㈤ ）， G^(0,)) ei(k, G- l (a 2 ) 9 G- l <3 2 )). 

再次运用 g 关于 e 同构性，我们就有 

G - l ( A ))> e % U ， G - 1 ⑹， 
G - l (^)))- (9-41) 

据式 （9 •祁）与式（ 9 , 4 1)就获得 

?1(4， a !， a 2, 泠2)， 

由此，我们就翁得了？，是⑺父％, S > 与<%，£>之间的一同构的 
证明 • 

我们令 72 S =/『（ 9 xa ;)， 这样有 dom 乃 = 9 XW ， 且 ran 子，为 
一序数 • 不妨记它为 Au 这样， h 是6’> 与 <氏 9 €>的同 
构•但#由定埋匕 49 任一良序集合对序数的同构是唯—的，所 
以，有彳 2 s 彳' * 因此 >* 对于 ® €奶，<<9，有 
h ( i , 0( a ), G < i 9))- fi < i , G <«), G ⑽ 

a , 3)), 

由于 yi 与 > 的构造，对于纟<9，《，3€«，等价地就有 

f(i v G(,<^)< (^(3)) =s <j( k /(^> a f 3 〉）， （ 9,42> 

也就是 

Ji ( Gia ) 9 GO )>-(；(//( a ,3 »t C 9.43) 




这就完成了定理中前一部分的结果 6 至于定理第二部分的结果， 
可由式 (9.43) 直接获得， 

定义 9*7 如果集合《〔0!1 wCOn 对一元计算 K ，， /( 2 和二元 
运算//是封闭的 A 为与<% €>之间的一同构，则称 G 为 

M 与 W 的闭同构， 

由定理 L 32 结果，可知该定理中的6是《与 A 的一闭同构 ■ 
定理9 .33 如果 G 是 m 与疋的一闭同构，则 G 对于 m 上的二元 

运算 乃也是 同构的•亦即，对于任意的《，都有 
J 乂 GW ， GO ))- G (/ rf <«, J 3 )) b 
证明设(^为<«，€>与 < a 。， G > 之间的同构，其中％为一 
序数*设心为<% €>与 〈仏， €>之间的同构.由题设， G 为 
<«， e >与<7 〜 e >之间的同构，因此<«, € >与 〈心 ， e >也是同构的 • 
据定理 2. 49， i 3 0 =« D ? 并且有 

现在，对于 G , 运用定理9*3 2 •对于 《，/3€«，有 

/抓⑷, G l (^)) = G t (/ / ( a ^)). (9.44) 

这时，由于 ^( a )， G 1 ( fi )€^ f 又由于<、€>满足定理 
9*32 的前提，因此，运用式 (9.44) 就有： 

/ f (Gl l (0,(a)) f G t 1 (0 1 (^)))=-G-i I (/,(G l (a) f 
G 1 (P)))=G i i (^cr,(a f iS>)>. 

由此，我们有 

JidGV - GiXa ), CG ^ oG . XHyy ^ GV ^ XJita , 尽 ）>， 

亦即 

J G(j9)) — 

GCJi(a f j8))„ (9.45> 

式 （9.44) 就是我们欲 
证的结果. 

定理9 .34 若6是《与⑽ 

的一个闭同构，则对于任意 
的，有 

a Gran//-^G(«) t ran//. 




证明若 aeran /,.， 且由于《对欠,，尺 2 封闭，即有 
/5二凡⑷， y ^ IUw , 使得 

a = Ji(,^y V ) » 

其中久 V 6 w 这样，由定理9.33，有 

G(a) = G(/i( 3 , V))=/i(GO), GW), 

由此，我们有 G ( c ) Eran //. 


§ 11 ZFhV = l^ACAGCH 

现在，我们仅需 iS 明选杼公理与广义连续统假设是能够在 
ZF 中从 V 二 L 的前提下获得的。 

定呵 135 ZF \- V ^ L ^ AC , 

钲明这一定理是断定在 L 中选择公理成立， 我们只 需证明 
在 i 中良序定理成立.换言之，对任意的可构成集合 S ， 都有 S 的 
—良序关系 厂我 们来定义这一关系，对于任意的 . r ， yGS ， 令 
7、(: v ， 夕）当且仅当 Odv < Od > 

显然，这是 S 上的线序关系，并且对于仟竞不空的 ACS ， 我 
们令序数集合 

iodxixes ,)- 

的最小元为 A 这时， F ( P )€ L , 就是 S , 中关千关系 T 的首元素， 
这就获得了欲 a 结果. 

定义 9.8 设乙，且？二/为不空枭含，我们把序数 

集合 

{Odv 1 ：y € a?} 

的最小元记做 Cb )， 叫做可构成集合 y 的首元序数 • 

由定理 9. 7,易证，对于 ff 意的序数 a , 都有 

为了拎出在 ZF 中 K = 的证明，我们需要建立下述四 

条定 

t 溧 S • 36 对于任意 的序数 a 、部有 

F{O t： ) - G> a t 

订朗据定理5.17,我们有 
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F (0 a )= rcm(/T %) 

成立、同时，对叱的子集合队 firan/b 来说，运箅尸对于不冏的序 
数都取不同的位，这楚因为，如果 (不妨 '&&<?)• 忭且見 
V€^.nmn / o , 这样，据定义9,1,就有/^ (幻 GF ( V ), 从而 
FW ) 关 F(y), 又因为据定理9^，有 

ranC/of 少 J )Co a A ran/o, 

且 / t 是一对一的，所以，有 

■■ rzrj - I - 

(^a 0 ran/s 

<ran(/ 7 ： s (^« 0 ran/o)) 



•：/r ■:-- 一 ' 

— jF( 0>a )• 


因此，我们有 

定理 9.37 如果 G 是紅与^的闭同构， 与切对 于定义所 

确定的一元运箅 C 是封闭的， WK； 是关系 

\<a^ ,3 >： F{a ) £ F 、?>、 /\a Q uA^d 

{<«, I ) — i c ， (0 )/\ GJ 

的同构•换言之，对于任意心 l^^ u y ^ 

f ( a )€ F ()3)^— F ( r ；(«)) G / r ( G (^)), (9,48) 

F ( a ) = F ( i 3)^ F { G ( a )) = F { a ^))- (9.47) 

证明我们使用对 W == max { a ，3} 作归纳的方法去完成这一 
证明•我们将假定对于任意的 a ， 托《，当心时式 (9.46) 
与 (9.47) 成立 • 然后对 《， max {a ‘ = 给出相应的证 

明. 

在 1 = max{a， 外的情况下，仅存在着三种可能性 ：（1) « = 
= 1 ( 2 ) a = V 9 ( 3 >3=\ 对于 （1 )式（9_46) 

显然成立（因为两边均不能为真），式（ 9 * 47 〉的<一+两边 
均成立，因此式 (9* 17) 成立•对于 （2) 与（3〉我们仅衡要 
证明对于 a, jS <1， 下述三个式子成立： 

F(a) ^ FW & F(G(^)) y (S_48> 



F ( n )^ F ($)^ F ( G ( VY ) eF ( G ^)\ <9,49) 

jF (^)- F ( j 3)^. F ( C (^»=- F ( G ( j 3>). (9*50> 

在让明 h 述三式时，找们还可以使用妇 d 假设 > 对于和 

% yse « n ^ iS ：{ n ^ 

F(«)^f'( / 6)^^F(G(a»GF(C(^)) > (9,51) 

F(a)^F(^)^^F(G(a))^F(G(.p)) 4 (9.52) 


为了书写的方便，我们把 rarKC' 吣记为 JGranCFfiiO 
刃乃记为 "^ ，把 raiKf? w) 记为 Vs ， 把 r“n(Ff ( 泌 flGd ))) 记为 
fcijlt ， 我们有 nc ： r 3 ( 如图 9.7) ‘ 



區夂 7 V , cyj , v * dy 3 

我们馮过式子丑尸 — l ) &2 匕定义一个到 h 匕的一对一 
的映射丑，据归纳假设式（9.52)，当 aGwfH x ^ F ( a ) H 
是一对一‘的且丑 = 据归纳假设式 （9,51), H 是 Y Z 

到 h 上一个关于6的同构映射•依据定埋的前提和 ! T 4 纳假设， m 与 
必， V ^ C ( n > 都完全对称的， 

(一） 函数"对于三元关系 

和四元关系 

.以及都是一同构映射* 

为证明（一〕，我们先给出八项预备性命题 t 
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o ) 关于基本运算是封闭 的. 

这是因为 i 取欠 ，； y 6 V !，有 a ，卩€ w 使得尤= /^( aO 和 y ， 

由前提付对于 /, •是封闭的，故/办,心€«，并且据定理 
9.8, 获得 F 心, y ) ey t . 所以，如果 A ?, 少， 就有 X 丄 y ， 
U 9 y } 9 Cv ， y >, 也在?1中.特别地， 

获得 Yrran ((3「{^) € Vt . 

(2) Vi -> Od (^) 

这是因为：由 <1) 因此有-吒《便得铷 } = /"(«>• 

由前提有 C ( a > g «， 且有 Od (%) = C < a ) •因此， 

(3) ( x ^ Yi ) A ( x =^< l>)-*'X fi V t —< f >. 

这是因为：由 seVi ， 有使得:由《对 C 的封闭 
性， C ( a )£ n 9 因此， F ( C («)) eVi , 又因为方乒杏，且据定义 

有 F ( aa 》 e 々 所以， xDVi ^^. 

( 4 ) {x^yey^x^VrAy^y,, 

〈夂 ，夕 〉 S Vi^.v€ Vt € Vi ， 

<, v,y ,^> € Ay 

这是因为；据^是的仅有的一个元素和 （ S ), 

方€>\•并旦若由 （3) 就有或者 yeVi ， 假定 
戈 e %,据 （ 1 ) 有 w e a ，并且 b ， y \- ix } e a ，这就有 o } e b 
因此，，类似地，假定: Kh ， 也可以获得重复上述 
证明 过程， 就有欲证的另外两个 结论. 

(5) x € Y \ A<x 9 y > 6 Qj-^y € ?u t =?^5. 

这是因为：先考察 Q «， 有序对的交换，当 G ,： y > e 仏时，有 
2，汉使得^?=< < 3，《>，<«,2>.由假设 : v € V t ， 即 〈名， 《> 6 6，由 

(4)，有，这样，据 （1), 有 <« j > ev ,， 即: yeA . 
重复上述过程，就可以获得&，时结果 成立. 现在我们考察 
仏的情形，假定0\，0；,少>€仏，这样，由^的定义可知 5 是 
—有序对，且^的第一元就是 > S 即有3使得: <)'#>• 这样，据 
(4), ya . 

现在我们讨论 h 的性质 I 
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( 6 ) x^ ： y 2 /\y^：(y ? ?t^y G ?z ). 

这是因为：令 《= OdCy )， 据 （2), 有，并且由于 Od ( y ) 
< oduxti , 据定理9.7，有这样，就有： yev 2 . 

( 7 ) y^F(V)Ay€Y^y^y2. 

这是因为，据定理 9 ,7,有 Od (力 <7 j ， 又据 （ 2 ) , Od ( y > e »， 
因此，有 od ( y ) e « nt 于是: yen * 

⑴伽，夕}€ 而 ev 2 ， 

u ，： y > ev 2 — xev 2 A ： vev 2 ， 

<x 9 y 9 z>€Y2-^x^V 2 Ay^ V 2 八 K v” 

这是因为：若 k , y } ev 2 ， 当然有因此， 

据（7>， ^ er 2 , 类似地有: y £ v z •对于有序对和三元组，重复 
上述过程，就可获得欲证结果* 

现在，我们来完成（一）的证明 • 首先考察伶我们希 
望证明 

x 9 y 9 2€ V2-^(z= {x 9 y }^--= {H(x) 9 H(y)}) • 

(9*53) 

因为由于前提的对称性， y ， ：6? 2 就等价于幵（尤>， my)> 
好(0€^因为，如果只(0=-识(，0，丑(5)}，就有好00£則0>， 

丑（: y ) GH ⑴•又因为 H 是由 VJJV 4 的一个关于€的同构映射，所 
以， 有 x€z，y^z f 因此， •(: xr ，_ y } c ： s •又因为 Ajy ， 之 6 Vi , 所以， 

由（1)，有•使用 （3), 当公上0，夕}妾伞时，存 
在贫 GA , 使得 f )2， 即《£2，《€之丄{尤，：)4。 因为 
z & y 2 , 所以，据（6)，有 《 eV 2 •但是， u 幸 x ， «_ y ， 因 
此， H ( u ) ^ H ( z) y H ( m ) HM ^= H ( y ) 9 又因为丑是 
一对一的且对于 6 同构，而这就意味着只00手 
这是一个矛盾•因此，不可能有♦立即有 〆 = 
0•综上，有2=铋,: yK 反之.如果设则类似地可以获 
得 HU ) = { HU ), H ( y )}. 

建立 H 对于 ；^=<〜 y > 同构性的证明•也就是需证明 * 
x 9 y 9 zEy2 ~ > ( 2 —< x f y '>^>- H ( z ) —< H ( x ) 9 H ( y )>). 



首先，假定•这就是说, Z-Hxh {龙•:因之， 

有 \ x 9 y } eY Z 9 并且有^(糾） 35 ^況 ( x )}， 丑 （ tv ， y }>* 
iH (, x ) 9 fl ( y )}, 且有 

= < JHx 、， H ( y ) y ^ 

其次，假定 h ( o =< hu )， H ( y )>, wmz )^ ufnx )} 9 
\H(x), H(y)}h ^ ： H{u)^iHix)} f HM^{H{x) 9 H{y)} 9 
据式 （9*53)， 就有 v —{ xiy } 9 从而有 

z^iuyv}^ 1 U4 ， {% ，， }} 5=1 〈尤 ， : y>. 

对于三元组的情况，仅需反复重复上述过程即获得欲证结果 
成立 • 

现在考察仏，我们需证明 * 

"►<!/( 尤 ) ， H(y>>€< 95 ) • 

(9*54) 

假定 G，y>e^， 因此，存在 :使得 4=<夕，仏据（ 8 >，有 
•因此，有 H(x) = (；y )， H ( z )>， 这样 * 据式（ 9 * 24 )我 

们有 

« ff ( y ), H ( z )\ 

亦即有 OHxh 

反之，假定 〈丑 U ), H ( y )> eQ , 9 由7 4 的性质，和式 (9.24)， 
H ( x )^< B ( y ), 因此， 有方 =< : yj >， 且《: 

这就完成了式 （9.54) 的证明* 

是直接从^获得的， ft , 仏是由它们的定义使用有序 

对和三元组的同构性直接验证的，这里从略. 

(二）我们来归纳地证明式 （9 U 8> •为此，首先证明，对于 

任意的《€扣《，都有 

F ( a ) eFW -^ F ( GWeF ( Gm ). «,55> 

这样，我们假定尸⑻⑻，并且按照序数奸 ran / ••的 指 
标^的数值区别九种情况寻求欲证结果 • 



1* 假定 即 ran/« ♦ 据定理 9*34 ， 有 G (”〕6 r;m,, 3 , 
因此，由定义 9*1 有 / ^MsraiKFh ) 且 F<GOJ))«mii</VG(H 
因为所以显然有 尸 

2 . 假定《 met ^ nj u 于是•由《封闭性， 

有冷, yew 且 ^, V <”. 据定理9,33, ^ G ( i |)=/ i ( GO ), GCV )), 
由此，我们有 

F(^1)=»{F(0) > F(V)>. (9*56) 

F(G(V))^ {F(.G^)) y F(C(V))h (9,57) 

因为假定戶所以由式 (9*56) 有 F ( a )= F ⑻ 
或 F («) = / r ( y ) •因此，由归纳前提式(9*52>，就获得 F ( G ( a )> = 
f ( G ⑼烕 F ( G ⑻ HF ( GW ) •也就是有: F < G ⑷) e < F ( G ⑼)， 
F ( G ( V ))>, 由式 (9.57), 获得： F ( GW ) eF ( G ( V ). 

3» 假定卜 2 • 即 1Gran/ 2 , 因此， ^=/ 2 (3, ?> 且 <^(1) = 
jAom, G(r)) f 这样，丑 nF(3 )， 且 

F(G(V)^En F((;( 々 )) • 若 F(a) e FM) • 则 F(a) 6 F^S) 且 F(«) 
eit. 据归纳前提式 （ 151) ， 就获得 F(G(a>)6F(G(m ) •从 
F ⑻ e 五得到有心夕使得尸 ⑻： =< ； r ， y> 且尤因为 F(a)eh ， 
据 h 述命题 U), 有再依据命题（一 > ，有 F(<;(a)> 
=<K (: v> ? H(y)>. 另外，由 xSy 可得到 ？/(.《>€ H(y >. 亦即 
F{G{a))^E, 从而有 f\G ⑷即 
F(GW)eF(G(V). 

4. 假定 f=3 ， 即 neran / 3 . 于是 q =/ 3 ( 心 V 〉， G(V)^ 
T^cm 9 G(V)> • 从而有 /^) = F(i3) 上尸 （ y >， 且 F(G(V> = 
F(G(^>)^F(C(V)>, 其中 /3 ， y62ifn ， 假定有 
F ⑻ €F(j3) 且 F ⑻ CF(VO. 据归纳前提式 （ 9.51 ), 获得 
尸 (( ；（ 0)€ 尸 (6^ #))，且 F(C^O) 芒尸 (GV)). 因此，有 

f(G ⑷） eF(GOl)>. 

5, 假定 “5, 即 7?€r a ti/ 5 • 于是 7 卜 / 办， V),GW = / 3 (G («， 

G(V)) , 其中月 ,r £« nL 从而有， / ^(1);F(^>nran 03 , rF{V)), 
F(G(^1)> -F(G(^)) 0ran((? 5 f F(G(Y))) 9 («)€F(^3 ), 
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则 F («06 F ( j 3 )，F ( a ) 6 ran ( Q 5 fF ( r ))* 设 F (幻 ⑼， 

有 F ( a ) eFW )， F («)€ ran (^ rF ( V ))* 运用习题1,31，有 

•因 为， F ⑻ € h ， ，所 

以由命题 （1), 有 

(F(Y)Q ran<g 5 " i r {F(a)})eYi. 

据命题（3)，存在 m €> V 使得你€ F ( Y l «€ ran (仏 

•又因为所以，据命题 （6) 有《€6,又因为 
«£声00且<«，(幻>£6.、，于是获得丑(《)€尸(600>和<好(《>， 
FiGia ^ eQ ^ 据命题（一>，这就是尸《；(0)€以11(<3 5 「 
又因为由 F ( a ) 〔 FOI ) 就有 F ( G («)> € F ( GW ). 从而 
我们就获得了 f ( G («)) GF ((； G )). 

6_假定卜4,6,7,8之一时，即奸 ran /,， 其中…4,6,7,8， 
于是 i =//( j 8, v )， ow = j f ( G ( P) f ay )). 其中 3, re 你 fll 因 
此, FW - FWnranO ^ r /^ y )) ♦设 FWCFW ， 亦即 jF («)€ 
F (^) 9 旦 F ( a )6 ran ( ft 『 FOO ). 由此， 获得戶 ( G(«>>G 
，而且有一方 eFoo , 使得 <方， 尸八方 ex ,, 又因为 
尸 ( V ) & 2 ，所以有 WVy 这样，据命题（一>，有 〈趴 X )， 

尸 (<?( a ))> eft 且孖 GOeFWOO ) •因此， %' F ( G ( a )) eran(Qit 
F (« y )>> •即尸 

综上各情形，我们已完成了式 （ LS 5) 的证明，运用定理 
9.37 中前提条件 w 与您的对称性质，类似地可以获得式 
F ( G ( a )) eF { G ( V )^ F ( a)^FW 

的证明_这样，对于任意的我们已证明了 

P(er)€ F(V)*~^F(G{a))€ F(G(n)). 

这就是完成了式 C 9.48) 的证明•由式 （9,4 S )， 我们可以直 
接证明式 (9.50). 

(三） 设 # F 03> ,有或者 F ( t ?) 工 F ( j 3> 尹办或者 F (|6> 丄 
F ( V )^0. 据命题（1>,有（尸⑼工广(3>> 

，从而据命题 ci ) 与 （ 3>,有使得 
尸⑶)）或者(幻上■因此，有或者 we / 7 #)* 



不管哪一神情况，据命题 （6) 和（7)，都有这样，不 
失一般性，不妨假定•于是，且尸(3>. 
据归纳前提式 CL 51)， 有 

因此， F ( G ( V )) i ~- F ( G ^)). 这样，我们就证明了 关 

反之，运用前提的对称性，可得 
F ( G ( ti )) ^ F { GO ) ^ FO )* 这就完成了式 (9.50) 的 
证明. 

由式 （9,48) 和 C 9.50), 我们可以获得对式 （9,49) 的证 

设 FCOe / 7 (幻，令 f 5= Od ( F ⑺ ））， 据定理9.7，有 d <3<”. 
据命题（2)，有由<3的定义，我们有 FPO ^ FW ) •因 
此，有 F (⑴ eF (3) .从式 Z 7 ⑺） = F ⑻ ，据式 (9.50), 有 = 
F ( G ( cS )). 而且据归纳前提式 (9.51), ^ F ( G ( d )) eFCG (^)). 
因此，有 F ( G (7 n >€ F ( G ( j 8)〉， 这样，获得尸（1>€尸（3>— 
FCG ( i »))^ F ( G ( j 8)). 运用骯提条件的对称性，就获得了式 
(9,49> 的证明 • 

综上，我们就完成了定理 9.37 的 证明. 

定理 LS 8 如果 《 c ： On 且《关于一元运算 C , i ^， 尺 2 和二元 
运算/«， A ，…，八是封闭的， G 是<«,£>与<%, 6 > 的一同构 
映射，其 中心为 一序数•则 G 是对于关系 

K«,@> 1 / r («)€ F(j3 )/\ae «A3€m> 

的一同构映射，亦即，对于任意的有 

F(«)€ F(j3>—F(G(a)) € F(G{?)). 

证明这是由于《 与〜满 足定理 L 38 的前提条件，序数…对 
于 C ， &，尺 2 , /。，/^，…，/«是封闭的•所以，《与《。满足定理 
L 37 的前提条件•这样，据定理 L 37即获得欲证结果成立 • 

定理9,39若7 =乙，则对于任意的序数 a， 都有 
^( F ( fi > a )) c ： F(© a + 1 ). 

证明对于任意的集合《，若(尸 ( GO >, WnczF( 0 a ) 9 
据 K = 存在序数 d , 使得紅令似为由 AU U } 出发， 
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倥用一元运算 C ， A 和二元运箅/。，/,，〜，/,，据定理5.19 
所获得的闭包•据定理 5.19, «是一集合，并且5=®。.《是一序数 
的集合，所以，《是由€所良序的，并且仅同构于一序数〜，设这 
一同构映射为 G 这样， ran ( Gr «)- a 0 , 据定理9,38,对于任意 
的序数 A …，有 

F(a) ^F(^^F(G(a))eF(G($)y. 

因为<5£塢所以即 G (⑴<%•又因为 G 作为一同构 
映射，它是一■对一的，所以•心 = w = ♦因此， + G ( d ) <C 
o> a + _ •对于任意的都有 

F { P ) eF (6)^ F ( Cr { P )) eF ( C (6)). C 9.58) 

同时，由《的定义，〜 c «， 而且_ 作为一序数，它是传 
递的•因此， 队是 1啲一个6前节，且屯被映射 C 映到 a 。 的一个€ 
前节•据习题4_18, 在 G 之下映到它自身，即 

o a = ran(GT 

这样，若则<；<3>=3•因此，对于〜，我们有 

F(3> e^ca)—>-F(0)eF({ ； ((5)), 

也就是说， F ( d ) 与 F ( G ( c 5>) 在集合中恰有相同的元素， 
卽 

F ( d ) r \ F ( o ^)^ F ( G ( d )) r \ F ( oyo ). (9.59) 

然而，由假设 = F < a > cF (©.), 因此，由式 (9*59) 

我们有 

又因为我们已经指出， ^<(3)<^ m , 据定理9.10我们就有03(«) 
<© 川，换言之， « eran ( F [ 又因为尸（似 

ran ( FTfiWi )， 所以，有 

tt € f + l)j 

从而有 f («, +1 ) •这就获得了欲证结果 • 

定理3 • 40 XF \- V ^ L ^ GCH . 

证明由定理9.如和定理 9 *祁，对于任意的序数 a ， 有 

<F{0>a + i) = »a + l. 
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而由不等式的左边，有 

淡 (<F(o a ” 这 2^^ 

■2〜， 

据定理 L 5 和上述不等式有， 

因此，就有2%=〜^这就完成了定理9,40的证明 • 

注记 9.4 在推演 GCH 的过程中，仅在定理 9*39 中使用了 V * 
=1•换言之，定理136— 38是与是否成立不相干的 ■ 

注记 9.5 现在我们已经证明了，如果 ZF 是协调的 ， ML |=- 
ZF + V ^ L+AC + GCT^UL H=ZF 十 AC + GCH •这就证明了 ： 如 
果 ZF 是协调的，则 ZF + AC + GCH 仍然是协调的 • 因为，如果结论 
不成立，就一定有一命题使得 

ZF + AC 十 GCHh BA 15, 

从而有公式鴻 ，…，I (每一厶，都是 ZF 中一公理）， 
使得 

卜 A 八…八儿八 AC 八 GCH —/? 八~15， <9.60) 

式 （9,60) 是一条逻辑定理，因此，据定理6,10,我们有 

C 9.61) 

据定理9,24,氧理 9.31, 定理9,35和定理 9 d 0 我们有 

ZF 卜 …八土 l A ( AC 八八 （ GCH ) l ， C 9.62) 

这样，由式 （ L 61) 与 <9.似>，我们有 

ZFhB ^ A ^ B ^ (9_63) 

式 （9.63) 与 ZF 协调的前提相矛盾，从而就获得了如果 ZF 是协 
调的，则 ZF +AC + GCH 是协调的•至此，’我们就实现了本章证明 
AC ， GCH 相对协调性的目的. 

H 2 △的另 一定义 

为了进一步熟悉哥德尔的方法，我们给出哥德尔构造乙的另 
一种 方法. 

在第六章§12 中， 我们引进了 ZF 可定义类的概念，建立了 
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它的初等性质•定理 123 给出可定义类是可构成类的条件•也就是 
说，任一可定义类 C, 若 CC3L, 则(:是可构成的•定理 Lie 给出 
了可构成类为可构成集合的条件，这些定理说明，可定义集合与 
可构成集合是有联系的，本节我们从可定义集合出发建立可构成 
集合的概念•我们将继续使用定义 H1 中的记号* 

定义 13对于给定的集合如果有一 ZF 公式 … 
Xn) f 和 集合彡1, …， 使得 

y— { x\x^ 5AAs(a,/i , ■- (9.S4> 

则称 y 是 S 的可 定义子集合 •其中 A 为由定义6_11给出的2的受囿 
于 S 的公式*令 

逆久5)=*彳夕4是 S 的 ZF 可定义子集台 }, 

=S[j.^oiS) f ( 9 * 65 ) 

注意，5/〔淡(5')1)义当3为无穷集合时，据 AC , 可以获得士麵 


定义 9.10 

A/)i — 0, 

Lo ** U M a* 

tf 60 n 

换言之，对于任意的 集合义 当且仅当有一序数 a , 使 

定理9 _ 41 Lo—Ltm 

证明首先使用超穷归纳法证明•对于任意的序数 A 
假定对于每 一0< a ， 以及任意集合〜若^6似〃，则^是可构成 

的，即:® ♦我们来证明 I 

Vy(y6M a -^yeL). C9.6G) 

若对于任意的集合设 S =» UA ^， 据归纳假设的前 

8 <« 

提，有 ScL , 因此，由定义 9 _ 9 , 并且 y 是一可定义集合， 

据定理9,16，则有 y^L 9 也就是说，式（9_66)成立•因此， 
L d < zL 9 



其次. 我们来 证明厶 •对于任意的序数 A 如果我们假定 
对于每--序数60，尸 ( ft 都是属于那么我们就能证明 F ( a ) 
也厲于这样，依据超穷归纳法，就获得了欲证结果3 为-序 
数，据定理 9.1, 必有一纟 <9, 使得当… 0 时，据定理 
6.28 和 ft 记 6. 10获得/当；时,由于八个基本运算以 
及 K '， 都是 ZF 可定义的，从而也容易获得 
综上，我们完成了定理 9,41 的证明 • 

习 思 

9.1 试证明： 的任一有穷子莱合都是可构成的. 

9,2证明：若 s 是一不空的可构成集合，则 ns 是可构成集 

合. 

9. S 对于由式（9_24)所定义的和任意类 C ， 试证 
明 I 

(1) ranC^^ C) = Cx V 9 
C 2 > ran <§ 5 [' C ) = ranC * 

9.4 试证明：对于定义 9.10 所给出的和任意的序数都 
有 a £ +1 • 

9,5试证明：对于任意的元穷集合$都存在着 S 的一子集 
合 S ,， 使得&不是 ZF 可定义的. 

9,6设贗„是由定义9,10所定义的，试证明少&仏是之卩 
可定义的. 

9,7试 证明： 关系 AgAh 是 ZF T 定义的，并且这一关系可 
表示为 L ： r 公式. 

9*8 试证明： t . 



第十章 AC ; GCH 相对于 ZF 的独立性 

本章的目的是建立科恩的独立性定理：如果 ZF 是协调的，那 
么 ZF + ZF + *"1 AC 和 ZFt AC + ” GCH 都是协调的•科恩 

为了证明上述定理，他创立了一种强冇力的论证方法，并称之为 
力迫方法. 我们力求通俗地严谨地陈述科恩的力迫方法，并运用 
这一方法去建立欲诎结果的证明， 

§1 ZF 的协调 性问題 

在第六章中我们曾经指出，如果 ZF 是协调的，则它的协调性 
在 ZF 中是不可证明的，这是1931年哥德尔不完全定理的一个直 
接的推论•哥德尔的这一定理是对形式的皮阿诺算术系统来讲的， 
而实质上对于任意的足够丰富的（能够表达算术加法与乘法的） 
形式系统它都是成立的 • 哥德尔的这一重要定理可以陈述为两个 
部分，第一部分 t 如果一形式系统是足够丰富的（亦即能够表达 
算术加法和乘法）且是协调的，则在此形式系统内有一形式命题 
木使得在这一形式系统内/!与14都是不可证 明的； 第二部 分:对 
于任意的足够丰富的协调的形式系统来说，它的协调性在这一形 
式系统内是不可证明的 3 F 公理系统可以推导出皮阿算术公理， 
因而 ZF 是 足够丰 富的，因此，如果它们是协调的，则它们的协 
调性在该系统内是不可证明的，也就是说，当人们把是协调 
的”表达为公式 c ( msi S ( ZF ) 时，就有 I 若 ZF 是协调的，则有 
ZFh ^ consisCZF ). 

哥德尔不完全性定理在数学史上是有着重要地位的•本世纪 
初为了解决数学基础的困难问题，希尔伯特提出了一个影响深远 
的方案，人们称之为希尔伯特方案•按 照这一 方案，对于毎一个 
足够丰富的数学分支都可以建立相应的形式系统，也称它为相应 



分支的形式化系统或形式理论 （如象 皮阿诺形式笕术系统珐初等 
数论的形式化系统， ZFC 是康托尔集合沦的形式化系统等），使 
得每一数学分支中的直觉定理对应的形式命题在相应的形式系统 
内都是可证明的，每一直觉的非定理（或假命题）所对应的形式 
命题在相应的形式系统内都可以否证明（也就是说，这一形式系 
统是完全的，即系统内的每一形式命题或者是可证明或者是否证 
的，即这一形式命题的否定式在系统内是可证明的），并且如果相 
应的形式系统是协调的，那么它的协调性可以在此系统内形式化 
为一形式命题，而且这一形式命题在此系统内是可以证明的•希尔 
伯特方案还有几个要点，比如它断定对于每一数学分支都存在一 
算法使得对于该分支的相应的形式系统的每一形式命题而芑，使 
用这一算法在有穷步骤内可知此命题是否为一定理（那些与本课 
程无直接关系的内容这里从略了）•哥德尔定理直接地否定了希尔 
伯特方案，把数学基拙的研究引向了新阶段和新方向 • 要获得一 
形式数亇系统的协调性，就得在比原系统更强的系统内给以证明_ 
比如，虽然依照哥德尔定理，皮阿诺形式算术系统的协调性在它 
自己内不可证明，但是在更强的系统中却是可以证明的.事实 t ， 
根岑 （ G . Gentzen ) 已经使用超穷归纳法，实现了这一证明，在 
第六章中我们曾经说， ZF 的协调性在 ZF 加上存在大基数公理的 
系统内是可证的•现在我们对 ZF 的公理逐一进行考察，借以寻求 
一适3的序数《 (即探求^应满足的条件），使得是 ZF 的一模型. 
其中集合是依式 （ h 5) 给 出的， 

1. 外延公理.对于任一序数 a , 是一传递集合，然而相对 
于传递集合而言，外延公理总是成立的•换言之，对于任意给出 
的传递集合 M ， 若〜 且若 

\/zeMizex*-^zey) 9 (10-1) 

则有因为，如果2€%而太€於，则有 AiV /， 所以，依据前 
提式 （10.1) 就获得了 •因此，>二％反之，类似地可以获 

得: ycx •这 样就有％ =夕•这就是说，对于任意传递集合 M , 外延 
公理在 M 中的相对比* 
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V % 6 MVy € M (^ z ^ M ( z € — 

在 M 中是成立的•特别地，外延公理对于而言是成立的_ 

2. 空集合公理 • 对于任意序数《>0,相对于 V 。的空集合存 
在公理 

( 10 , 2 ) 

是成立的.因为 a > l , 我们已有 

0 € V 1 czV „ 

这样，空集合 0 在集合 中， 当然，在\^ 中没有 任何对象是属 
亍空集 合的. 

3. 无序对集合存在公理 * 对于任意的极限序数 X 而言，考 

察任意的方，乂属于 V A ， 因为 = 我们有心 P < k 9 使得 

a<x 

<\^，:^^,由序数的性质，我们有^^3或^=〜不失一般性， 
不妨假设 acj 5, 因此，有枷， Wc 。， 由式（ 4 . 5 )，的定 
义，有艸，由于 k # civ ^， 就有这样， 
就有一集合(亦即使得对于每一 “都 
有 

这就是说无序对集合存在公理在 V ,中成立•这就获得了只要^是 
一极限序数，就能使无序对集合公理成立 • 

4. 幂集合存在公理.如同无序对集合存在公理，此公理在 
V,中是成立的•为了证明这一结果，考察中任一集合〜这时 
有 rnkUXh, 且令《=1*111<:(：0,尤 £ V a ，且 V价 € A^rnk (《>< 
mkU))* 因此，对于每一2亡戈，都有2乏7 0 ，即 

这样即有 yeV ,， y ^{ z \ z ( Zx } 9 使得对 
于任意的集合 A 有 * 

y^*—*^zCZx 

< —'? x } 

■* 一 ^ ► \f u^lV k {n^. z-^ti f a) • 

显然，上述 s 也在中，正如衫在1^中那样•于是，我们就有 

■ 2<3 * 



V-vG a V x ( z^ ： y^ V«€ - •、>)• 

这就说明了幂集合存在公理在中成立 ♦ 

5. 并集合存在公理.对于任意的序数 a 来说，此公理在7。中 

都是成立的 •因为 假定 a 这时，对于某一小于《的序数3， 

有;因为是传递集合，对于任一集合〃我们有 

Bz ( z ^ xAu & z )^ u ^ x 

V ^ 

因此， { u \^ zexAuez )}<^ v ff , 因而它厲于又因为 
传递，上述可改为 3 rev ^ ue 幻，因此，在7«中 
我们就有一集合^使得对于任意的集合《，都有 

^► 彐 ; a：G Va(u^ ： zAz^.x ) 9 

此式说明，： y 就是并集合 U 〜上式也就是说并集合存在公理在 
中是成立的. 

6. 分离公理模式.这一模式对于任意的序数《而言在 
都是成立的，因为当我们考察中任一集合 x 和任一 ZF 公式 
Aiz ) (不妨假定变元: y 在其中不出现)，我们考察类 

y ={ z \ z ^%/\ Av a ( z >}^ 

显然， yd 为， 又因为 V a 传递，且； vcV ^， 因此， yC ： 
Va , 所以， yeKa 乜这样 _ y 是一集合，且 rule (夕 ）<mkU>， 又 
因为所以也有 zGKa •这样就有 

v^ev^ y ev.v^evA^ey^^xAAr a (z )) 9 

因此，分离公理模式在中成立， 

7_无穷公理，这一公理在(对于任意序数《， ®< a ) 中是 
真的•这是因为 ® C ： V W , 所以当时，•这就获得了欲证 
结果成立* 

8. 正则公理，对于任意《，此公理在中都是成立的•因为 
考察 V a 中任一不空集 合〜令 

S ={ rnk ( y ) |jy ^ a }, 

S 为 一不空的序数集合，因此 n s € S * 取集合 y 使得 : y € > 

= ns •这样我们有 



y^Vcj, 夕 6 】且 : y Ha =0 ， 

这样，： y 是 x 的一极小元，从而有正则公理在中成立 • 

9 - 选择公理•这里我们考察 AC ( I ) •对于任意的序数 a ， AC ( I ) 
在中成立•因为对于 V 。中任一关系丑，五的任一子集合都 
在氏中，特别地，满足条件 domF ^ dom 丑， Fc 丑的 函数只也在 
7«中•因此， AC ( I ) 在 Ka 中成立 • 

综上，我们已证明下述定理： 

定理 10.1 如果 k 是大于0的一极限序数，则 Va 是蔡梅罗公 
理系统 Z 的一模型 | 也就是说，我们有 | 

V ^ \=^Z * 

满足上述定理的最小序数是0_2•因此，我们有： 

V a . 2 卜乙 

由式 (4.5), 我们能够直观描述 

V ^ V .{ j ^( V ^[ j ^(^ iV a )) U …… • 

并且含有有穷秩的那些集合，在中的任一集合都是有穷集 
合，它们的元素也都是有穷的，不难看出，所有的实数都在 
中，定义域为实数集合、值域也为实数集合的函数也在7^中| 
这就是说，为了构造实数和实数函数，以至初等数学中的所有集 
合在 V ^. 2 中就够了，也就是说仅仅蔡梅罗的公理系统 Z 就足够 
了. 

>^, 2 是2的一模型，据定理6*6，我们获得了公理系统 Z 是 
协调的 * 应当注意，在序数⑴ 2 的构造过程中，我们曾经使用了替 
换原则•换言之， V 〜 2 在2中是不能获得的.什么样的集合不在 
V u . 2 中呢？在 Kw 中序数都是小于的，大于切_2的序数都不 
在之中•在中仅含有小于的可数序数，其余的序数 
都不在7^ 2 中. 

定理 10.2 在 Vw 中存在一良序结构，它的序数不在 

中* 

证明 令 s =%( c >)， s 是不可数的并且 seK w . 2 , 由良序定 
理，在 s 上存在着一良序关系丑，尺 CISXSC ：% (沙 ( S >> ，且 




rnk ( i ^) = rnk ( S ) + 2, 因此及 6 V ^， 2 •并且由子 

rnk ( < S , i ^>) = rnk ( i ^> + 2 
= rnk ( S ) + 4, 

因此， R ) 的序数是不可数的，因而这一 
序数不在中，这就获得了欲证 结果. 

定理10,3并非每一条替换公理在中都是成立的 • 

证明 令公式4是对命题“对于任意的良序结构 < S , K >， 都有 
唯一的序数使得<5, 丑〉 与 ㉚ ，€>是同构的”的形式化，这一命 
题恰好是定理 2 U 9， 我们可以在 ZF 中证明这一定理•然而由定理 
10.2, 这一命题在中是不成立的•然而如杲是 ZFC 的一 
模型，那么 ZFC 中每一公理及其定理在 V «, 2 中都是真的，因 
此， Vw 不是 zrc 的一模型•另一方面，是 z 的一模型，因 
此，替换公理模式不可能在中都成立， 

由于 Z 的任一定理在它的每一模型中都必须是真的.特别地， 
Z 的任一定理在 V … 2 中都必须是真的•但是，据定理并非 
每一条替换公理都在 •，中 是真的，因此，我们就获得，并非每 
一条替换公理都是 Z 的定理，这就再次获得了定理心11的证明 • 
这一定理说明， ZFC 是严格地比 Z 强的，换言之，替换公理模式是 
不能由蔡梅罗的公理系统 Z 经逻辑推演而获得的，或者说替换公 
理是独立于公理系统 Z 的. 

定理 10-4 如果 K 是一不可达基数，则 ZFC 的每一公理在 
中都成立. 

证明因为瓦是一不可数的极限序数，所以，据定理10.1， 
我们有 (= Z •因此，仅需证明替换公理模式在也是成立的 • 

对于中任一 集合％ 和在中总有 

\f yi \/ y 2 ( Ait A -^( t 9 y 2 ^ (10.3) 

成立的 zf 公式 4 U ， y )， 定义一函数 i 7 如下 * 

在 V 真中真 >• (10.4) 

由式 (10.3), F 是一函数 ， F 的定义域是 > 的一子集合，即 
domFd ^ FranF ， 这样，对于任一有 
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yez *-^ 3 f ^ x ( PU 9 y ) 在 V 欠中成 立， CIO .5) 

为了证明我们考察集合 

5*» {rnkCF(O) domF} f (10-6) 

因为对于任意 的 / ScbmF ， 都有所以 S 中的任一 
序数都小于 K ， 并耳有__ 

domF< H <K ， (10.7) 

其中是依据定理 L 32 获得的.这样，由前提 K 是不可达的和 
定义5，16,序数 

a = SupSa=Sup{rnk(F(0) | ^ € domF} 

是小于 K 的•而且;:的任一元素 FU ) U € doinF ) 的秧都不大于《, 
因此，•由此， zaV ^ 9 所以 rnlcC ^ ey 、 又因为尺 
为极限序数，所以 《 ++ € X ， mk ⑺从而，我们获得了 
综上，我们就有 

y ^ ^3^€ xA Vk 

在 K k 中 成立. 

注记 10.1 据定理 1 D .4, 如果存在不可达基数， ZFC 就有一 
模型•这样，据定理6.6，我们就获得了公理系统 ZFC 是协调的这 
样一个证明，而且在这一证明中除去使用尺不可达之外，所有的 
论证都是在 ZFC 中所允许 KuK 此，由哥德尔不完全性定理，我 
们就获得了存在不可达基数这一论断在 ZFC 中是不可证明的* 

注记10,2由定理 10*1 V ^， 2 是 Z 的一模型，由替换公理可以 
获得序数心2,这样，在 ZF 中就证明了 Z 的协调性•由此，我们可 
以设想 ZF 是协调的，因而可以设想某些更强的合理的公理是存 
在的，我们的目的是寻求这些合理的公理 • 


§2扩充的 ZF 语言 


在第六章中我们建立了 ZF 形式语言，在陈述 ZF 公理系统时， 
我们已经扩充了这种形式语言，把依公理定义了的集合的代表作 
为常项在公式中出现，注记 6*6 与 6.7 实质上是把 ZF 语言中的符 
号扩充到含有函数符号和£以外的谓词符号，注记 6.8 也是对 ZF 
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语言的扩充，使得它还含有一般的个 体词. 这样，事实上我们 E 
经扩充了 ZF 的形式语言•在本章中为了证明 AC , GCH 等数学命 
题相对于 ZF 的独立性结果，我们还要再三扩充 ZF 形式语言•因 
此， 我们有必要对形式语言作一些一般性说明 • 形式语言是一个 
很广的概念，它在数学、逻辑学、计算机科学、语言学和心理学 
等学科中都冇着广泛的应用和影响，本节我们仅对和数学推理有 
关的一阶语言作些刻划，并且*重介绍 ZF 语言的常用扩充 语言. 
这种一阶语言通常有两个方面，一是符号系统，二是形成规则 • 

(1) 符号系统：除第六章 §2 ZF 形式语言所列举的符号 
外，还有个体词和个体 常项. 个体常项一般指称我们欲讨论领域 
内的数学对象，如在形式集合论中指称空集合0，序数1, 2, 
%叫，等的形式对象，这种常项的数目可以是任意的基数，个体 
词为可数多个，可以从变元中区分出一部分作个体词 〈如 注记 

那枰），也可以单独列举出一组符号作个体词符号，这类符兮在 
推演中起辅助作用，有的在推演结果中就 a 经消除，有的通过推 
演和论证求出它们应取的值 • 前一种在第六章的推演中已多次出 
现，后一种将在本窣力迫概念及相关的论证中出现•关系符号(也 
称谓词符号）可以扩充到任意有穷目，换言之，对于任一自然数 
都可以有任意基数多个《目谓词符号，不过在本书中我们 
不打算作这种扩充，我们仅使用(:与在遇到其它谓词符号时, 
我们都看作是由6及=-定义出来的某种 缩写. 此外，还可以有函 
数符号（确切地说是函数符 号）， 本书我们也采用定义或缩写 
方式来代替函数符号* 

(2) 形成规则：除第六章§2中的形成规则外，还需作些补 
充：仟意的个休词、个体常项和变元均可以形成初级公式，也就 
是说，设 A •^为 个体何戍个体常项或变元，都规定 

t — Sy t^：S 

为初级公式.由初级公式到公式的定义与 ZF 形式语言相词 • 

经过（1>， （2) 进行扩充的形式语言我们统称为 扩充的 
ZF 形式语言， 在上下文不致引起误解时，我们也简称为 ZF 语言, 



或集合论语言 • 

注记103据上述说明，对于扩充的 ZF 语言，当巳给的个体 
词、个体常项为有穷多或可数多时，由它们出发所形成的 ZF 公式 
(或称扩充了的 ZF 公式）至多只有可数 多个. 

对于 ZF 公式我们已经使用了许多缩写，如“彐以”， “3 x 6 少” 
等，我们今后还需继续使用它们，并且随上下文还将引进一些其 
它的缩写，也将引进一些新概念，并给出一些补充说明 • 


§3可数槙型 

定义 10,1令^^与是给定的形式 语言/ 的两个摸型， 
如果对^中的任意命题為都有 

』、 卜乂当且仅当 \=^ A $ 

则称是 初等等价的， 

定义 10*2 如果与是对于^的两个模型， 

爲 (即的基础集合是的基础集合的一子集合），且 
中的每一个体常项符号 e 在.义^中的对应值与它在^^中的对 
应值相同，/中的每一谓词符号在中的对应关系恰为在.义 2 
中的对应关系对于的限制，例如 二目形 式符号 F ， 在中 
的对应关系見，在中的对应当为私，(其 
中&是义^的基础集合），并且对于任一公式淑別，…“)和 …， 
t . es l9 部有 

卜山）当且仅当 1=2(6 ，… t)， 则称， 

是 的初等子換型 ♦ 

定理 10*5 若/是给定的形式语言命題集合^的一模型，则 
存在的初等子模型使得的势（即的基础菜合 
的势)不超过与 i 中的较大者•具体地说，当^为有穷集合时， 
至多可数，当 S 为无穷集合时，的基数不超过 S 的基数 • 
证明 设史是由 S 到的赋值且令 

是 s 中某一公式中出现的常项}， 

显然 S v d “设 Uj j 的基础 集合〉•令 ，…， 为讧意 



给定的出现 》个 常项的公式，如間定理 6.22 的 I # 形那样，不妨假 
定公式 ZUi , …，‘）是一前束范式》 

Q \ y ，知，力，… . y w )> (10*8) 

并 且石中 是无量讨的，仿定理 s , 22的过程在^^中由集合 r 获得集 
合: r + ， 因为 r # 与公式 A 有关，所以，我们把它记做显然 
: He： j •令 

?'-= ur % 

S /+ i = ( W ， 

= U Si . 

显然，当5为有穷集合时^ P 至多可数，从而义至多可数多 
当 S 为无穷集合时、就有 k = & 并且令义为基 
础集合， .// 中的关系符号与-^相同 • 现在我们来指出 j /是 
^的一标准子模型* 

我们首先证明，对于任意的〜…，知 6S W , 都有 

•(從 】，_•♦,知)当且仅当 H =-4( 说，… ，知八 CIO .9) 
对于 Z 的前束范式 ao .8) 中量词数目桃作归纳证明•当桃=0 
时，式 (10.9) 显然成立•假定量词数目为时成立，欲 
证々+ 1时也成立•对于 ji ， … 9 yk ^ S v > 令公式 C ’( jyi ， … 9 yk ) 指称 
公式 

Q^iy^i-*Q m ymB(a l 9 -- 9 a„ 9 yi f ― ,jy* ， y 々 +i … ,y 丄 
由戈 的定义及由 C (心… ，知，力…，夕 *) 在^中成立，存在 
使得当 W •，:且 G …为彐时，在 & + 1 中总有一少" 
使得 CUi ， …，沒”力 ，…， jy* + i ) 即(?*+2少* + 2…〜：•和， 
%，…，> + …， >) 成立•反之，若它在& * M 中真，当然它 

在 j 屮亦真 • 当 <?*+ i 为 V 时， C ( a ，…， “ ji ， …，夕 *) 对于任 一 
外 +1 都冇 C ( a ， … ，⑹， ，，… ， y + l ) 成立，当然在中也成立 
(因为 S W CU ， 并且由于又的取法，若它在中不真，那么 
在义中也不真,这就完成了我们的证明 * 

定理 1(K 6 如果一扩允的 ZF 语言/中仅有至多可数的个体 
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常项，且这一 m 宵中公式的给定集合^是协调的，则 . s 有‘ 个]？ 
穷模型或可数模型. 

证明据注记 10.3 和定理中的前提条件 （ y 中仅有至多可 
数的个体常 项〉， 公式集合、 S 至多是可数的 .因为、 S 是协调的 ，依 
据定理6,3 (它对于扩充的语 言乂也 是成立 的〉， s 有一模型, .，， 
运用定理 1 L 5 即得欲证结杲 • 

注记 10.4 定理 10.5 是定理 S.22 的显然的推广，因为定理 
6-22 仅是对一个公式 Z 的结果，而定理 10_5 是对命题集合的结果 
(因此，对公式集合也同样成立，因为对于任一公式我们可以论 
及它的全称闭包) • 正因为这样，人们也称定理 10.5 为莱文海姆- 
斯科伦定理 •而 定理 10.6 则 是定理 105 的推论， “一 公式集合若有 
模型，则有一可数模型”这就是莱文海姆 ™ 斯科伦定理的实质•这 
一定理的证明比哥德尔完全性定理早十五年，或许这是关于形式 
系统的第一条真正的元数学定理 • 

§4 ZF+V = t 的可数标准构成性模型 

我们已给指出，当假定存在大基数时已经证明 ZF 是协调的* 
这样，虽然由于哥德尔不完全性定理，人们不能在 ZF 内证明 ZF 
的协调性，然而在相当强的系统内它的协调性还是可以证明的_ 
在这种情况下我们有理由假定 ZF 是协调的，并且还可以进一步 
假定 ZF 有一标准模型•这一假定不是凭空作出的，而是数学家特 
别是集合论学者长期研究的结果 • 人们把这一假定叙述为下列公 
理* 

标准模型公理 （简记为 SM 公理）： 

存在一集合 j ， 若令 

则 < 是 ZF 的模型 • 

SM 公理不仅假定了 ZF 协调，而且假定了 ZF 有标准模型 

现在，我们可以设想从这个标准模型出发，在中运用 
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哥德尔可构造的方法 C 如像定义与9,10那样)，获得构造性模 
型(为了简便，也直接记做厶)•在 i 中 ZF+K = L 成立，从而 
AC 与 GCH 也在 i 中成立, L 为 + V = L 的一个标准模型•依据定 
定理10.6，我们就获得了 ZF + V = JL 有一可数的标准的可构成模 
型， 不妨仍然记做 (从而在中 AC 与 GCH 成立）， 

^是之的一可数的初等子模型，据定理 4.4, 不妨假定、.，’ 
也是传递的.这样，对于任意的序数 H 若《€ i ’， 且3<«， 

则 / sej 、 

令〜二3\^{40!1(勾八《€^^},冈为对于任意序数1苦 
«<〜则《€，，这样， 仏是 可数的（因为 i 可数）•这样，我 
们就有 

，= uniae«j ， 

其中是据定义9,10引进的可构造集合（参见定理 9.41 K 

定义 10.3 对于 ZF 的一可数的标准的传递的构造性模型 
义“ 如果对于任意的标准的传递模型 、方 '，都有一个由 i 到， 
内的 G 同构，即有使得与.^^是^同构的，则称 
是 ZF 的极小模型. 

定理 10.7 ZF + SM 薄涵菁存在极小模型 • 

证明令.，是任意的标准的传递模型•令 

对于任一序数 a < A ， 相对于•方'，用定义与 9.10 我们构 
造令 

依据序数的绝对性，对于的序数来说，我们无需去区 
分在中的序数和在 V 中的序数，它们是相同的•由于'是 ZF 
的一个 模型，因此 叉〜 也是 ZF 的一个模型•令％是使得 X a 0 为 ZF 
的一个模型的最小序数.也就是说， X 〜是 ZF 的一个模型，并且 
对于任意序数《0。，1不可能是 ZF 的一个模型•令我 
们来证明这里定义的为一个极小模型. 

首先，由 I ，的构造，我们有 I # 是可数的、标准的、传递的和 
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构造怍的 I 仅需证明，对于任意的标准的传递 瘼塑/ 而自‘，都有 
一个由/到，，内的 e 同构， 

假定乂为任意给定的的标准传递 模型取 A ,= Su P {3! 

同样，做这样,是 ZF 的一个模型 •由 于〜的 
最小性和心。的传递性我们有〜 ^ LX U 0 C 1 X ^ 而且,是由 
相对于^的所有的可构成集合组成，因此有： x s ; n 从而 
有取恒等函数 Ja ， 就有欲证结果成立* 

注记 10*5 假定 j 是由定理所断定的极小模型，因为 
.^= U {^^ ti 3<« o > 5 显然可构成公理在 j 中成立 * 由 
于, W 的极小性，对于任一集合 、 W .，，<5,0>不可能是2?的一 
个标准模型，也就是说，在/中 SM 公理不成立 • 

注记 iOd 上面给出的极小模型 I ，是证明本章主要定理的 
出发点，并且由就可 S 接给出主要定埋的证明了。但是为了理 
解科恩的思路，我们仍然需要在下一节给出一些说明，读者也可 
略去下一节不读，而直接进入 §6. 


§5内模型方法 


固顾有关正则公理相对 ZF 其它公理协调性的证明，我们曾 
令表示、是-良基集合'事实上，由良基集合的定义，玎 
以用 ZF 中一公式描述这一概念•亦即砍 U ) 为公式 ByiVHz^y 
■^ cy ) 八， Cy ) ■在定理 H 7 中，我们曾 经证明 /^，在乙 3 中是可 
证的，也就毙说我们令 

n = {x\W(x )} 9 

即， n 由所冇的良基集合所组成 • 这时，正则公理/?在 n 中是成 
立的•定理 6.19 是说， zf 的其它公理在 n 中是成立的•这样 I , 3我 
们已知/为之 3 的一个模型（确切地说，< 为的一个模 

型），就有 

u ^^\ x \ W ( x ) Axe ^} 

是 zf 的一个模型，模型是模型的内部的一部分，因此称 
rur 是 j 的内部模型，简称为内模型，而 a 它是由公式 wu ) 
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分离出来的 • 

住笫九章中，构造模型 L 时，也是采用了内模型方法，〃欠是 
可构成的”也是由中的某一公式 /4(； v ) 所描述的。当.义为 ZF 的 
一个模型时，我们令 

L^r — {x\ AAix)}, 

这时，我们就有： ^ ZP^V = L , 从而就有 

L^r i==ZFC + GCH, 

也就是说，当 I # 是 ZF 的一个模型时，显然上述定义的也是 
ZF 的一个模型， Li 是^^的内部的一部分，因此，称 Li 是,# 
的一个内模型 • 

定义 10. 4设是语句集合&的一个模型， Mx > 是 ZF 语 
言中一个公式，令 

c^? = Wx6 iAA(x)}j 

当是语句集合&的一个模型时，我们 就称/ 2为的一个 
内模型•称由*4^经过公式 4 U ) 构作的方法为内模型方法 • 
下述定理指出了内模型方法不能实现本章的目标 ，也就 是说， 
使用内模型方法既不能证明 AC 相对于 ZF 的独立性定理，也不能证 
明 CH 相对于 ZFC 的独立性定理 • 

定理 10*8 对 ZF 中的任一公式必 U ), 令 

— { x | 

人们不可能在 ZFC 中证明， 

^ H=ZF + K 妾 L , 

^ i=ZF + HAC, 

^ 卜 ZF + riGCIL 

证明假定存在这样一个公式使得上述三式成立•令 
^是上节取定的极小模型，因为一 ZF ， 并且令 

^ i — | 且 4 (方〉}， 

我们欲在 ZFC 中证明 

1 =ZF + 

然而，因为 a 假定由 j 传递， 
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也传递，据极小模型的定义，有同构 • 因此，冇 
HV-L, 这与欲证结果矛盾.类似地，也可以获得定理中 
的另外两个结沦* 

我们已经概述了内模型方法，并论述了使用这一方法不可能 
获得本章的欲证结果.这样，为了实现本章的目标，我们就必须 
寻求其它的方法， 


§ 6不可败楢型 

本节的目的在于指出不可数模型方法不能实现本牵的目标* 
定理 若3表示命题“每一实数都是可构成的”，则 

ZF + Z I-CH. 

证明因为每一实数都是可构成的，因此，实数集合现在 t 
中*我们在第九章中已经证明在 t 中实数集合淺的基数为 Ni， 这就 
意味着存在着一个相对于 L 的映射/，使得/ 为叫与 淡的一双射函 
数.因为厶中的可数序数当然都赉可数的，反之亦然•这样，就有 
了叫与 C 的一双射函数•这就获得了欲证结果* 

定理 1CK10 令 S 为 ZF+ SM 或是包含 ZFa 协调于 Vr = l 的任 
一公理系统 • 人们不能证明存在 ZF 的一不可数的际准模型■/， 
使得 

(1>在 I，中 AC 真且含有不可构造的实数， 

(2) 在中， AC 真且 CIl®* • 

证明 我们知道，命题“存在一不可数的集合 y 使得 
y t=AC 且有一个不可构成的实数 y” 在 ZF 语言中是可形式化， 
我们不妨把描述这一命题的形式语句记为丄假定我们可以证明 

51-A (10.9) 

则有 S+V =^- LhA 9 

于是有 ShV = L ^ A . 

由前提， S 与 V = t 是协调的，我们仅*证 

ShV=L^lA. ( 10 , 10 ) 

再依据 S 与的协调性，就获得由 S 不可能推出 d •为了证明公 
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式 （10.10), 令是 ZJFC 的一不可数的标准传递模型，且 
Snp { a \ a ^^} 9 我们首先证明.义中 含有所 有的可数序数 ，这 
是因为： < a ) 如果％是不可数的，由^^的传递性，含有所 
有的可数序数 t Od ) 如果〜是可数的序数，令淡#表示在.乂中 
秩为3的集合的集合（即琢〃当且仅当 A ? 的秩为因此，必有 
一迅€使得 •免〃 。是不可数的，由于秩概念的绝对性，且琢，在 
i 中是可定义的 • 这样，在 i 中就含有一集合，它实际上是 
不可数的集合 • 由 AC ， 这一集合在中是能够良序的.因此， 
中有一个不可数的序数，这与〜可数相矛盾 • 综上，，，含 
有所有可数的序数•由 V = 我们知道，每一实数都是从某一可 

数序数构造出来的，所以，在-^中每一实数都是可构成的 * 从 
而完成了式 (10.10) 的证明•由此，获得了式 (10.9) 是不能成 
立的.这就获得 了定理 中的欲证结果 （1), 

由 （1) 和定理 10 d ， 即可直接获得欲证结果（2> 成立 • 
于是定理 KM .0 成立 • 

如上所述，本章的目标之一是去证明存在 ZF 的一个模型，使 
得在其中 AC 真而 CH 假，而定理 1 CK 10 说明，这种模型不可能是不 
可数模型，因此，必须去研究可数的标准传递模型 * 

§7 加宽模型与力迫条件 


从现在起，在本章中我们都承认 ZF + SNi 并取 M 为固定的 
极小模型，作为本章以后各节的前提，当然在 M 中是成立 
的，令 a _ = Sup 扣 K •记号为定义 L 10 中引进的构造阶 
段为《的可构成集合所组成的可构成集合.因此，我们有 

定理 10.11 命题“不存在序数 L 使得且 
是 ZF 的一个模型”与我们的前提是协调的，换萏之，存在一个模型 
乂，在其中对于任一序数 a, 都不是 ZF 的 

一个模型. 

证明 如果对于任一序数这时都不 



是 ZF 的模型，那么这时欲证结果成立•若不然，即有使得 
\ j \ M ,\ P < a ) 为 ZF 的一个模型，那么我们取序数〜为满足这一 
条件的最小序数，并且令 

'水 = U ft I 

显然，在.，中，对于任意序数 a, «o <«, 都有 

U{^%|3<a} 

不是 ZF 的模型，从而完成了定理 1(M1 的证明 • 

上述定理是对可构成模型而 肓的， 下边的定理是对任意的模 
型而言的* 

定理 1(M 2 命题“对于任意的义，都有等于 
序数与我们的前提是协调的， 

证明 令分、 指I，的所有的可构成集合，显然有 
Sup{cf ^r f }■ = Sup{ft 

这样，定理 i(Kii 蕴涵着与我们的前提是协 
调的•从而获得了欲证结果. 

综上，为实现我们的目标，不管怎样，我们在构造新的模型 
^时，都必须运用 M 的序数，并且通过引进秩为 a (其中 a<a u > 
的新的集合（即不在 M 中的集合）而加宽 M , 从而获得 yr ( 图 
10.1), 因为有穷秩的集合都是绝对的•也就是说，对于任意的有穷 


⑻ 

图 10.1 加宽模型的示意图 

秩的集合〜 若也，， 则 sGM , 因此,它们不能作为去加宽 M 的 
集合： 

我们就必须以无穷层次的集合作为扩充的对象，这种加宽过 
程是从0层次开始的■由模型 M 即图 10.1 U ) 加宽到即图 10.1 
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( b ) •当然 •的 高度是不变的•因为它们是 同一个 •然而，我们有 
可能去寻找 ZF 的一个模型使得对于 o 的某一无穷子集合 s , 有 
sK 且 WAf ， 当然，如果 则， 也必须含有从 s 出发 
而获得的所有可构成集合•类似于定义 9.10, 我们可以令 

iV /, i (5) { s }, (10*11) 

M a U)-(U MAs)Yy «>0* (10.12) 

显然 MJs )， Af .( s ) 都是传递的，并且，对于任意的序数 
«<«。，中而不在 A / 6 ( s > (对于每一 0<«)中的那些集 
合都是 按下述 方式定义的，也就是说，令 

A « = U <10*13) 

fi <<* 

对于每一集合 3 S 若 yeAGOO ^ h , 则有 一 ZF 公式4($>,其中 
每一量词都受囿亍其中出现的一切常项都是^中元，使得 

y ^ {x\x^x^AA(x)} 

成立 • 

我们预想的模型，，，应肖满足性质 * 对于任一序数若 
d 则由此，令 

{ M . u > \ ct < a ,}. (10,14) 

我们的第一个目标是证明，存在 ZF 的一个模型.，，在其中 
V = L 不成立.如果我们能够获得 sM ,，为 ZF 的一个模型 ， Rs 
在 ; ，中是不可构成的，那么，我们就给出了 ZF 的- 个模型，在其 
中不成 S •然而，对于任意集合 s ， s [6>, LHM ^) P<WF 
一定是 ZF 的一个模型•例如，因 为〜是 一可数序数， ASM , %当 
然对应于 o 的一良序，然而这一良序是❾ Xa > 的一个子集合，因此, 
%对应于 ® 的一个子集合•如果我们将$取作所对应于❾的这一子 
集合，那么， ZF 的含有 s 的任一个模型都必须含有％.这是因为，每 
一良序对应于唯一的序数，这是 ZF 的一条定理，然而，显然有若 
H 则; v 的秩小于•因此，我们就不能够有 序数化 这 
样，如果要求乂是 ZF 的一个模型，集合 s 就必须有些特别的性 
质. 
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■仿照科恩的方法，我们并不直接去描述〃的性质•类似于 
代数学的方法，我们可以把作一个未知的集合，然后，根据 
它应满足的条件而去求解这一集合 • 换吉之，一方面力迫它满足 
相应的条件 C 如使得为 ZF 的一个模型等)，另一方面在 M 中不 
断地进行求解，最终获得 s ， 并且3在财中是不可定义的. 

定义 1(5. 5我们令 a 为一形式个休符号，它不在 ZF 中出现•对 
于任一自然数 w ， 令 n 为相应于《的形式符号 * 对于任一 Me ®， /!都 
不同于 a 、 旦称 / tea 或 a 为基本语句.如果对任一自然数《， 

基本语句 n £ a 与一 litea 不同时在集合 p 中出现时，则称 A 为协调的 
基本语集合•基本语句的一个集合九若它是协调的和有穷的，就 
称夕为一个力迫条件 • 

例10,1 oea , 5£ a , H 4 ea , 6^3, HlOGa 

等都是基本语句，由这些基本语句所组成的集合是一个力迫条 

件. 

例 1 CM 令 

f\ = {4€a, 5^a $ H8Ga, "196a}, 

夕 2 = {9 € a ，11 £ a }， 
fn= {H2Ga ? Hl5 £ 

这样， A , A ， 户 3 都是力迫条件， P \ U 九 U 夕 3 均为力迫条件， 
然而九 U 02 不是一力迫条件，因为其中既有 S a ， 又有9 £ a t 
因此，它不是协调的基本语句集合 • 

基本语句是为了刻划 a 所表达的自然数集合 s 的，我们的目标 
是寻求 s ， 使得 sCM ， sd 且，为 ZF 的一个模型，并且在’ 
中 K 二 L 不成立•为了求解 a 所表达的集合 s ， 需要引进一个新的符 
号系统，称之为标号空间，并进而建立力迫概念和它的基本性 
质•这些是以下三节的主要内容* 

§8标号空间及相应的形式语言 

粗略地说，对于集合$ (虽然它暂时还是待定 的)， 运用式 
(10,11) 至式 （10,13) 作成集合的类•对于^中每一元〜 
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部有唯一的形式符号与之对应，由所有这些符号一起组成的类， ’ 
我们称之为标号空间_ 因为* yT 是按层次超穷归纳地定义的，所 
以，+ 示号空间也是桉层次超穷归纳地给出的■用符号 a 对应于集合 
s， 对于每一自然数 w， 用形式符号 n 单一对应于》(亦称 ri 为 w 的 
数词），令•这样，我们定义 

® U { 包) "• 

乂是由以 S e 中形式符号为个体常项的 ZF 公式，并且这践公式 
中的所 有约束 变元都受圈于&中某一 元素. 为简便起见，把这些 
公式都分别单一对应于某一形式符号，使得 ^04 = 0. 

假定对于任意的序数爲 <a<〜， 第月层次的符号集合心都已 
经给出，并且对于任意良 <cr，ft<«, 有、叫 2 = 0，令 

o— u s ff9 (io*i5) 

?<<i 

这时义中元是单一对应地 A 下述公式给出的，这种 ZF 公式屮的 
常项只 能是分、中 元，所有量词都受囿于，決、，为简便起见 ，令义 
为一些互不相同的符号，并且这样，我们令 

U5<„ (10.16) 

则我们称 S 为标号空间，有时 也称义 (a<a fl ) 为标号空间•不妨要 
求，上述的每一个单一对应都是 ZF 可定义的（这种耍求是合理 
的) • 

我们知道，当《<〜， S •集合 x€M 出二 M a (S) 时， a 都是 
通过某一 ZF 公式(其中可以有沒、中某些元素，并月中 
的量词全是受囿于,免\的）而定义出来的•当然也不妨用来 
说明这一集合I上述标号空间就:&按这样的思想给出来的. 

以5中的元素作为个体符号就获得了扩充的 ZF 语具体 
地说，对于任意的变元％ y ， 常项符号心€6\下述符号$ 
*€ y ，Ci 6 x ^. c u x — c ]f Ci & c i9 c 2 ^ c X9 ci = c 2 等都 
是初级公式•任意公式為，次经过命题连接词按第六章 ZF 语言的 
形成规则可以获得新的公式，带量词的公式也是类似地获得的 > 
/是一层次结构，为了今后按 M 次进行沦证的方便，我们引进两 



个新的受囿量其中这样，对于任意公式 4 U >， 
尤在其 中自由出现，就有3&^4(3)， V ^(.- v ) 为父中公式，并称 
它们为受圈公式.语义地说，当我们的模型.方■一旦被确定了， 
V 以与33将分別被解释为 Vx 与彐％但：必须在^中* 

对于任意的自然数《，叫 HmGa 都是/的命题，并 
称为基本语句.这样，力迫条件就是语& 7中的*木语句的有穷 
协调的集合了 • 


§3力迫概念 
我们&先定义^上公式的次序概念， 

定义如果 J 是义中一个受囿公式，三元组中 
a 是一序数， i 为0或为1 ，V 为大于0的•一自然数，并且 

(1) 序数《是满足条件 

( i ) 若 v 在 a 中出现， Aces , 9 则/5<〜 

( ii ) 若受囿量词 Vs 或 i 在乂 中出现，那么爲 
的最小的序数； 

(2) V 是 A 中出现的符号的个数； 

(3) t 或为0或为1，若《为一后继序数，比如 + 量 

词 V ,， 3 a 都不在4中出现，并且对于任一 。江成 

的初级公式都不在 j 中出现•则否则上述三条同 
时成立时，则称〈《，/,?>为公式 A 的秩，记做 rnb 4 ，gp rnk .4= 
<M ， V 、 

注记 10,7 如果 mk 4=< cr , i , V >， 则乂仅仅谈论有 

a<a 

中元素，亦即4描述、刻划 UAO ( a ) 的关系与性质，指标 V 说明3 

於 <a 

的 复杂性 的裎度•指标 〖是 在力迫概念中为克服一些技术上的困难 
而设置的 * 冈为当遇到形式为 a €化的公式，并且~ £心，对于某 
- V , Y < J ， 而又有^€乂吋，谣用某一更简单型的公式去代替 
这就要用到上述公式秩的概念* 

定义10,7对于 Y 中任意的受園公式 A ， 4， rnk^i < 

- 



rnk ^ l ?, 当且仅当屯<0^，或 =02 且或 A 和心且“ _^ 2 且 
yi <?2. 

例 10,3令 Ci ，Ct € S3 , Ca €> S 5, 公式 
^ 1=^1 ^ c 2$ 

A^^Cx ^Ca ， 

/4 s =*3»<^=c 2 A^ 6< ； 3> • 

由定义1\6,我们有 rnk ^ = <4, l ，3>， rnl ^4 2 = <6,1,3>, mk ^ 3 ^ 
<6 ， 1 ， 11 >, 由定义 10• 7，我们有 rnk < rnk ^ 2 < rnk ^ 3 * 

例 10.4 令 A 为 a £ c 2 其中 ad ， c 2 ^ S ^ y 且芦在 a , a 婪 
0, 如果 0< g ， 则有一序数 Y << 如果 P = 0， 则有在任一 
种情况下，有使得応为 

\/ ( C 3 ^ Cz ) * 

由定义 10.6 不难验证 rnk ( 4 1 = < cr + 1,1，3>, mkv 4 2 - <a + l , 
0,17八山定义10.7,我们有 rnk 鳥 CrnkA . 

现在，我们來建立本章的一个关键性定义，它规定一力迫条 
件 f 与一受囿语旬间的力迫关系，当夕力迫 Z 时，也就 是夕与 4有 
力迫*系时，我们就记做列一洗否则就记做，肝下边我们具 
体地刻划这一关系 • 

定义 1 C . 8令户是任意给定的一个力迫条件， Z 为7中一个 
受囿语句，我们对于4的秩 rnk 义归纳地定义4与』的力迫关系如 
下 I 

1, 若 Cl ， c s €5„ 且 c !, c 2 € cd ， 亦即它们分别是某自然数 
m , 打的数词，这时，当 w <« 时，则有夕 || — CiQ . C 2 9 否则这一力 
迫关系不成立； 

当 eiGo )， a 为 a 时，则多 |1 一 Ci 6 c 2 , 当且仅当 Ci € e ?2 (亦即 
o £ a ) 在夕中. 

2, 如果有一语句 S , 使得 X 为 nB ， 则多 i |_ A , 当且仅当对任 
— q > pCq ， 都有殳!卜丑. 

3^如果有语句 C 使得 J 为 SAC , 则这时，1>||一』当且仅 
当夕 II 一召且 : H — C * 
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4 , 如 果有® 句召， c ， 使得 ,4 为 SVC ， 则这时，夕; I 一乂肖且 
仅当 : C 

5. 如果有语句 B ， C ， 使得2为丑 — C ， 则这时，多 I 一 A 当且 
仅当，;一 C 或多 II — 

6. 如果有语句 S , C ， 使得 X 为 B —+ C ， 则这时，： Ml —4当 
且仅当々 ll - B^CAp || 一 (：—£?♦ 

7, 如果有受囿量词3«，和公式 SU ) 使得4为语句 
彐则这时， ㈣ A 当且仅当有一序数象 3< a , ces „ 
使得釗一 i ?( c >, 

8-如果有受囿量词 V ，和公式召 Q >， 使得 Z 为语句 
“)，则这时，川 I 一 Z 当且仅当对于每一力迫条件《?，0<=彳和任一 
序数尽， 择 < a , q U ~\ Bic ). 

d , 如果语句 J 为 ci = c 2 ， 其中 q d ， ci € S ^ 9 且 V == 
! vi ax ra , i 3)， 则 （1) 当 y=0 时，多 li—4 当且仅当 d，c 2 为同一自然数 
的数词，或0=0=^; (2)当0<7时，当且仅当户1!一 

io . 如果语句4为 c ， ec 2 ， 其中 c ， es rt ， c 2 e 5^, «< jS , 范 
公式 bu ) 单一对应的那个符号，则这时， mi —4当旦仅当⑷ I — 

-6( d ). 

a 如果语句4为 c « ec 2 , 其中 c z es ^ o <« 

(即不是 a = 0 = o 的情况），并且对于某一 o € S v (当0<0时, y < 
当3=0时， V =0). 则这时，多 II — z 当且仅当 

注记 10.8 考察 I :述定义，不难看出此定义中第1和第9 
( 1 ) 两条为基始愦况，第条明显地都是把0力迫2归约到具 
有秩比 -4 小的语句 B ， C 或乃 ( c ) 是否被声所力迫上了.第 9 ( 2 )条中 
语句 J 即 C 】= C 2 的秩为0^十 i * 1 ,3>，语句 V yj »( fl?€ci < — >X €。2)的 
秩为 < V + 1，0，11>因此，这一归约也是合理的 •对第 10条而言，因 
为 mk (^ C))f <«+ : i .， i ， r >, +1,1,3>,且 a < 艮 W 

此，显然有 rnk 万 （ C )< mk /4» 对第 1] 条而言，由例10.4，语句 /i 



的秩较大，并 tiuSn 已归约到第10条的 情況给 以处渖，而语句 
v 又归约到第8条了•这样，侬照受囿语句的 
秩，即对受囿语句作超穷归纳法就建立了力迫关系这一基本概 
念 * 

注记 10 d 定义 1( K 8 的第2条，当我们断定力边条件々力 H 
语句 1 B 时，需要考察任一力迫条件《， pc q , 这样看 ，我 

们就耑要考察无穷多的情形，才能获得欲求结果，其实，对于具 
体情况，也未必部要考察包含中的那些力迫条件（对于第8条也 
有类似的情形 h 例如，令夕 = M 4€ a >， 乂为 H 刁由定义显然有 
因为对于夕的任何协调的扩充。都不能有刁在？ 
中， 因此， ^ H 4€ a , 故有川 | 一 I 即州卜一! 14 € a . 

现在我们来扩充上述定义，使得我们能够考察对于 y 上的任 
一语句与力迫条件之间是否存在着力迫关系< 

定 X 10.9 对于 语言 〆 中的任意的语句羞（它可以是受膊 
的，也可以是不受面的）和任一给定的力迫条件夕，施归纳于 A 
的构造，建立“户力迫 .4” 即户||一4这一关系如下： 

当』为一受囿语句时，夕 与乂之 间的力迫关系由定义 S 给 
出. 

1. 如果有公式 BU >， 使得4为则少||—山当且仪 
当有一 c ^ S ， p \\— B ( c ), 

2. 如果有公式万 G )， 使得4为则列一山当且仅 
当对于每一 c € S ， 任一力迫条 件？， pCq ， q\\f LB ( c 〉》 

3. 如果有语句 B * 使得3为刁则夕11一4，当且仅当对于任 
一力迫条件1 pCq , 

4. 如果有语旬凡 C , 使得乂为 BAC •则 p \\- A , 当且仅当 
夕 II— B 且夕 |1 一 C * 

5. 如果有语句5， C 使得 J 为 5 VC ， 则夕 1| 一儿当且仅当 
^1( 一召或夕 II 一 c _ 

6. 如果有语句 S ， C ， 使得 A 为 C ， 则夕 j ! 一4,当且仅当 
p \\ — c 或列 一~ 1 B . 


284 ‘ 



7. 如果有语句尽 C ， 使乳4为二则冰姑 f ? 
当户 I ! 一 H . p 11— C — H 。 

注记 10.10 上述定义中第3—7条是必要的，虽然在表而上 
它们与定义 10 J 中第2—6条相冏，然而两神情况是不同的 •在定 
义 10.9 中语句 B , C 仍然可以存不受囿的量词，而在定义 10.8 中 
没有込种情况•也就是说，定义 10.9 的第3—7条都是不可缺少的 • 

S 10 力迫关系的 S 本性质 

我们知道，力迫条件是语言^中基本语句的有穷协凋集合， 

只是/的一部分1含有逻辑连接词或*词的语句都不能是力; U 条 
件的元*•然1«，这样的力迫条件都能和^中的每一语句建立力 
迫关系 ，本节 我们讨论力迫关系的基本性质，由此，可以 ff 出它 
的重要意义。 

定逍10，13对于任一力迫条件夕和任一语句*4，都不能有 
p || 一 Z 与声|| 一 ~14同时成立 * 

证明假定有力迫条件声和^的语句乂使得州1一/与夕一; 4 
同时成立彳 |!—_M， 由定义，对于任 S 的力 iy 条件 a pc q ' 
gUA, 特別地， PUA, 这与前提夕 || 一/I相矛盾•从而获得定埋的 
证明 4 . 

定理 1( K 14 对于任意的力迫条件和任意语句4若 Wi — 

A 9 pciq ， 则 yll _ Ar 

证明我们施归纳于语句 A 的构造来作证明.首先，证明2为 
受固语句时定理成立♦这吋，施归纳于 z 的秩 rnM 二4 
为定义10,8中的第一条的公式 qGq ， 因为当 c t ， c 2 均为数词时， 
力迫关系成立与否仅决定于对应的二自然数的关系，与力迫条件 
无关，故 iMl —4，也有？ II 一当 Q 为某一数词， Gi 为 a 时， Ci€a 
在/>中，就有夕11 — Ci 6 a , 而: pC ?， 因此，在《中，所以有 
《 II 一 cA a •此时 定理得 证、， "^4 为某一浯句 S 的否定式即 —15 时， 
召就意味着，对于任意的力迫条件夕•当然对 
于的力迫条件心 npcq , R ( n ， 舖 pc qi ， 因此，也 
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有心盱仄 换言之，对于任一 pa q ， 也冇对于任意 …，？ c 

qi ， 有乃•因此，同样由定义 10 A 的第2条，就有 ？|j 一 13,即 
令11一 i 对于定义 10.8 的笫3 — 6条来说，#11 一4的定义，都归纳到 
了秧较小的=公式 B t C 的情形，我们仅需证明一种情況，例 ftU 为 
办八 C 时，由定义，这时户11 一万且一 C， 由归纳假设，有 yi —5 
且 M—C. 这样，.由定义 10.8 第3条，就有 WKBAC， 即？ 卜*4, 
因此， 定理成立 v 对于第 7— 8 两条，只要我们注意到 

rnkB(c)<rnk3 £ *-jeS(^), 
rnk ~1^( c )< rnkVa ^ B (^) 

两式成立，并利用归纳法即可获得欲证结果•对于第9条 （1) 是 
显然的•对 （2) ,也因为有 

rnkV Ci < —€ c 2 ) <rnkci =c 2 

成立，由归纳法有欲证结果.类似地，对于第10_17也可获得欲 
证结果 • 

其次，对于不受囿的语句4施归纳于2的构造，例如，对 
于定义10,9的第1条，即有公式 BG ), 使得2为 5 atS (^)， 当 
夕 || 一时，由定义，有一 c€S, 使得夕 ||_B(c). 据对 A 构造 
的归纳法，由夕 II— 万 (c), 就有对于任一力迫条件《， pczq , q \\- 
5(c>. 这祥，再次使用定义 10.9 的第一条，有 d|—3WU)， 即 
•从而获得欲证结果•对于定义10_ 9的第 2— 7条，类似于上 
述论证过程，即得欲证 结果. 

定理 10.15 对于每一力迫条件多和任一语句次都有力迫条 
件？， pcq ， 使得 7 1 | — A 或者？ ||一] 儿 

证明 当》 || 一时，据定理10,13,对任一夕，户 C 《，有 
《11一所以欲证结果成立,如果別 ffH 丄那么由力迫关系的定 
义，就必须是对于 某一心 pdq 9 有 一 i 这祥，不管哪一神情 
况，都有？ II—Z 或者《II一一 U •即欲证结果成立< 

定义 1CK10 令和，如，九，…为一列力迫条件，如杲对于 
每一自然数《，有 ％c：A +1 ， 并且对于 Y 中任一语叙山都存在 
一 然数《，使得 
* 2«6 ► 



All —4 或夕』 一]/! 

成立，则称这一列力迫条件为完备的， 

注记 10.10 对于上述定义的完备序列，我们令 

0 = { p»\nG (10.17) 

我们将证明 G 不在 M 中，并且在 M 中是不可定义的. 

注记 io . n 由力迫条件的定义，任一力迫条件九户是由 ® 
本语句组成的一协调的有穷集合，不妨假定声为 

^ nr . (r a , … \ m f , c a ? ~ (:; a .} * (10.18) 

现在，我们由上述力迫条件做一有序对集合妒如下， 

〈■( nD ， …， / ir }, *{ mo ? <10»19) 

也就是说，将夕中不含否定词的基本语句中的数词所对应的自然 
数一起组成有序对的第一元，而把多中含有否定词的基本语句中 
的数词所对应的自然数一起组成有序对的第 二元. 这样，对于每 
—力迫条件夕都冇唯一的有序对集合 （即/ 的表示集合 〆 ） 与之 
对应.反之，对于任一形如式 00*19) 的有序对集合，都冇唯一 
的力迫条件与之对应•不难看出，对于形如式 （10*19) 的任一冇 
序对集合，由于它的有穷性，显然它在 M 中•这样，对于每一力迫 
条件户，它的表示集合炉不难看出，我们有一 ZF 公式 A ( d ， 
使得对于任一集合 s ， A ( s ) 在 M 中成立当且仅当 s 为某一力迫条件 
的表示集合 •我 们令 

P ={ s \ A ( s )}, (10.20) 

则有 Pel /。 •因此，•然而，由式（10，17)定义的集合 G ， 
令 

且 W 为％的表示集合 CT 0.21) 
显然， Pc ： P . 然而桉注记 1( K 10 的说明 ， G W 是不属于 M 的，这点是 
非常重要的 • 

定理 10.1 S 力迫条件的完备序列是存在的* 

证明由 M 为可数的，即序数化是可数的，这样，标号空间 
S 是可数的.因此， Y 中的所有语句是可数的■这样，我们可以把 
中的所有语句排列成一可数序列 
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Ao, At, A 29 .( 10 ^ 2 ^ 

任取定一力迫条 件户 作为我们寻求的完备序列的笫一项， 记做九 • 
假定已 给出力迫条件我们令 h 为力迫条件。弁且 
使得以一 或者？ 11一 _ ’1厶+由定理 1( M 5, 这祥的2总 是存侘 
的.这样，对于任一自然数叫我们就有力迫条件户》，因此，就有 
力迫条件序列： 

%，夕1，夕2，…，夕. ，《€必， （10.23) 

显然，这一序列是完备序列》 

上述定理肯定力迫条件的完备序列是存在的•不难看出，这沖 
完备序列不是唯一的•然而，为了确定起见，从本节至 H 2, JI 
讲到完备序列时，均指式 （10.23) 给出的这一完备序列 • 

注记 1( K ： L 2 令为取定的一完备序列.这样，对每 
一自然数々，都有一自然数邦，使得 AtHfeea 或夕„11一]务这 
样，令 

a ». (10.24) 

显然， dc © •现在，我们能 够有： 对于每一 •定义相应的集 

合 〆 €/,从而就可以确定模型 t ，了 * 对此，施归纳于 S ’ 的结构 • 
对于显然沪已定义了.对于0<«,亍 c 单一对应 
的公式为…， c „)(, c ^ S ^ 恥 < fl )， 这是 /中的 一个公 
式，并且其中所有的约束变元都受囿于.邊。•按归纳假设，我们 
已定义了 4，4，并且对于每一'序数 P ， 爲〈° 5 ， ^ Y^zSfi , 

已定义了.从而令 

Xa ^{Cv\Cy € 

由此，我们令 

00 . 25 ) 

其中… 4) 是公式 JU ， 〜…， 在％ 中的直观解 
释-这样，我们就有模型 I ，的一个严格的定义了，因 为由# 的完全 
确定 • 对于每一序数《<«◊，就给出不引起误解时常 
记做此 U >， 从而由式 (10.14) 就有义 

定理对 于语莒 y 中的任一语句 A ^1^4当11仪当 
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有自然数 A *!’ 「儿 

证明 首先假定4为一受囿语句，施归纳于 z 的秩 •（1) 当4 
为 Cl € C 2， 且 Cl , C 2 € g >, 即分别有自然数《，々，使得 Ct ， C 2 分别 
为 n ， A 的数词，当 《< M 寸，显然有，1=^4 0且夕 
并且当时，两者均不成立•当 Cl 为自然数州的数词， c 2 * a 时， 

即 J 为 a , 由3°的定义也获得了欲证结果 •（2) 当我们有语句 
B， 使得 J 为时，如果有 叫 ： Ml —次 a 儿由此，必然 

有/ 1=召，因此，有》£®，且柳<«，夕 n|| —万，同时，由; A»i|_^4, 
可得 All — 这样就矛盾于定理 1(M3 •从而我们 有:若 ~|hv4, 

则 一 4•另一方面，若4在 N 中假，则 N 由归纳假设，有 

〜 IhB. 因此，对任意％ «eci>, 都不能有么 II —(3) 对于 
定义10,8的第3—6来讲，欲证结果是显然的，这里 从略， （4) 存 
公式召 (: V )， 序数使得 -4 为彐假定 A 4 —次即 
〜 II— 彐 jBU)， 就有 C6S〜 fi < a y Anil— 万 （c ) •由归纳假设， 
有 1 丫|卜忍⑺，从而有•在这一过程中 
每一步的逆都是成立的*从而，当4为时欲证结果成立， 
(5) 有公式万 ( W 和序数 a<«。， 使得4为V JBU ) •假定〜 II— 山 
即夕万 U) •这样，对于每一仄 线<仃， C ^ S , 9 就必有《， 
， n < n ， ^||—B( C ) (因为由定义不可能有夕 J— _1??(幻） •由 归纳 
法，有•由之，有.# l = V «- WU ) •即_儿反之， 
设把上述过程反过去，就有— (6) 相当于定义 
10.8 第9条的 （1) 是显然的，其巾〔2)把 q = 还原为较小秩的 
V Y^{^^Cl<-->X&C2), 由归纳假定有九《 II— V yMx € Ci *—* X ^ C 2) 
当且仅:3 .水 i=Vv.v(^e^<->^ec 2 ), 显然后者等价于/|= 
c,=c 2 .从而此时欲证结果成立 •（7) 有 c t es a ， C 2^ S 09 P < a 9 
^是公式 BU ) 单一对应的那个符号，公式4为心•由定义10.8, 
这时〜 il — 当且仅当 AJ — s ( c t )， 运用式 (10.25) 结果 
是显然的 . （8> 定义 10*8 的第11条，由上述〈6)， （7) 是不难获得 
的^ 

其次，假定4为/中任一语句，只需证4为不受囿的情况.施 
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归纳于 4 的构造 •例 如，有公式 BOO , 使得4为 •这时 ，如 
果有夕《， PA - A , SP p m \\^3 X B { x) y 由定义，有 AS ， 九 II - 
S ( c > •由归纳假设，有 Wh =5( c ) •从而，有即 
W 儿反过来，假定，#11— ] ，就有 S ， 使得/卜 = S < e )， 由 
归纳假设，就有 心卜 S 00, 因此，由定义10*9, 有〜 II —3 WU >_ 
其它情况类似地可以获得欲证结果. 

注记 10.13 我们已证明的定理 10.17, 把语言义中的语句 J 
在模型,，的真值概念与力迫概念特別是与完备序列中的力迫槪 
念联系起来了.为了考瘵语句 Z 在^中真值问题，我们仅需考察 
完备序列中是否有力迫条件对 Z 的力迫关系了 •虽然完备序列本身 
是不可在 M 中定义的，但是， 任一 确定的力迫条件都是 ZF 可定义 
的•这祥，我们仅需考察力迫关系能否 ZF 可定 义了* 

§11力迫关系的绝对性 

本节的第一个目标是证 明:力 迫关系是 ZF 可表达的，并 
且尚4为一个受囿公式时，这一力迫关系可以表示为公式•具 
休地说， 若 P 为一个力迫条件 ，由注记 10.1 所描述的夕的表示集合 
记做 P 0 , 1为受囿公式 .4 的哥德尔集合，则户||一乂可以由关系 
F ( p \ AO 所表示•亦 即： 夕 || 一 Z 当且仅当<#，•我们不 
仅要定义这一关系，而且要指出可以表达为 sr 公式， 
从而力迫关系 F (妒，就是绝对的了 • 

注记 10.14 为了表达上述关系，并证明相应结果，类似于 
第八章§6,对于任一公式（包括受囿公式)，求出它的哥德尔集 
合•为此，首先考察本章§ 8中引进的语宵 对/ 中的符号归纳 
地配之以确定的集合 * 对于逻辑词、等词与属于关系，我们仍用 
笫八章§6中的对应，亦即 

— I ，八， V ， - >， -- ，彐， V ， €， = • 


0,1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8» 
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对于变元，我们仍用《=9中元表示，并旦记做^•对于常项 
符号亦即 S 中的元，我们可以引进如下的有序对的表示方法.对于 
&中的元素，我们用<9,»>表示形式符号 n ， 并且用 <9, U ，2>> 表示 
符号 a •对于&中任一元〜我们用表示之，一 般地， 对于 
任一我们可以用 <9 +表示之•对于公式的表 
示过程，除之外全与第八® §6相同•假定我们用《表示变元 
A 用集合表示公式在其中出现>，这时我们分 
别用集合： 

<5， < a ，％>， ^( A ( x )) y 9 

<6, <«,«>, 

表达公式与 V ^/ IU )， 并称它们为此二公式的哥德尔集 
合.今后，为简便起见，我们常常直接地把在某一模型中意指公 
式对应的哥徳尔集合的集合看作公式的集合* 

定理 10J8 关系 是绝对的，亦即它可以表达为 
W 公式. 

证明平行于定义10. 8 ,施归纳于公式 J 的秩 < a ，/, V> s 
第一，当4为其中 Cl , ^ £ So , 且〜 即有自 
然数 m ， 忪， 使得 c ,, c 2 分别为阶， m 的数词,这时 I 为集合<7， 
<9,外1>，<9，对2>>，当时，对任一多，都有关系 

F ( p°y <7,<9, 阶〉， <9,«2») 

成立， 当心 时，此关系不成立 * 

当 q g 为 a 时，因为 〆 为 

<{ 价， … ， wj ，{mi ,… ， m} > f 

这时，如果有 i， Kj < K 使得〜的数词为则关系 
F(p\ < 7 , < 9 , «/>, < 9 , { 1 , 2 >>» 

成立，否则，此关系不成立 • 

第二，如果有语句尽使得乂为刁尽则 F (妒， 1) 成立，当 
且仅当对于任一力迫条件6使得巧？，5')不成立•为了说 
明后者的绝对性，我们令 

ord prU) 八 Fin ( 〔 ^3 1 ) 八 Fin( 〔名 〕0 
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V ： y € Cz 〕 2 ix ^ y )}. (10*26) 

显然，都可以表为 r ? 11 公式，因此“若 g 为任一 
力迫条件且夕则关系5(彳％把）不成立”可以描述为 
V 名 G yiy — P^/Xp^C-Z^^FiZfB 7 ))# 

显然，这时它是2：”公式 • 

据定义10,8中的情况 3— 10,逐一进行归纳，没有什么实质 
性困难即可获得欲证结果，我们把这些步骤留给读者作为练习. 

对于非受囿语句的力迫关系，我们需要作进一步的分析与考 
察，因为不假定序数所以情况就很不相同了•这时，我 
们不可能在 ZF 中归纳地定义力迫关系了，因为非形式的归纳过程 
是归纳于符9的数 H 的•然而，因为对于任意的序数 a , 我们都允 
许使用中的常项，所以，就不存在一个集合，它为个符号组 
成的语句的集合•当然，如果我们假定所有的序数《都小于〜，那么 
它訧能够在 ZF 中被表达，但 这时仏 就出现在被定义的关系中 
然而，如同定理 6 d 2, 对于单个的公式米讲，我们是能够抓住它 
的力迫概念的 * 

定理 10.1 S 令…，为非受囿公式，在其中没有常 
项，恰有％个变元自由出现•存在一个在 ZF 中可表达的关系! 7 (夕％ 
并且它可以表示为 i ： r 公式，相对于 zf 的任意模型， 

这一关系是 

^>1| 一 A{c\ 9 * ta ， c») • 

证明由逻辑定理，不失一般性，不妨假设公式“，心> 
仅含有逻辑词 H ， 八和3•施归纳于公式…，〜> 的构造，米 
证明定理中的关系 F 可以表示为公式 • 首先，设4中无逻辑 
词出现，由定理 10.18 就荻得了欲证结果；其次，假定 X 为 
并且已有一表示夕 | j — S 的 E ? p 公式，… ) • 这时彡 11—4 
即公式 FW 就可以表示为 

…，&))，显然这是可以表示为 sr 公式的;第三，4为▲八▲， 
由归纳假设4与外一儿已表示为 [ r 公式 ,4) 



与 (?,(％〆，•••，〆 ）， 这时表示关系—4即 p \]- A ： Ap \\- A 29 
亦即少，<:;，…， d > A 6^( 尹 V ;,…， H >， 显然可表示为一个 
E ? p 公式> 第四，设2为由归纳假设，对于 
公式 S U，^, …， 〜〉 而言，已有可表为 E? F 公式的一关系 (； (妒， 
c^ci， …， ci ) 意味着 

夕 j |— BU ， Ci ， … ， c „). 

由定义 10*9, 户||-3紐 U , c “…，〜)成立就意味着有一标号 c , 
使得：〜,•” 〆 》)•此时有一6<〜， ces ^ 取满足这一条 
件的最小序数3记做庆，这样，我们令 f (炉，…, h ) 为 
Bc^SpiGip 1 ^^ ， c ! ,.•• ，乂）， 

而列一 3 wu ， c , ,•••，〜）不成立，就意味着，对于任一 ces , 
都有 〆 ，♦•• 〆 >,令 A 为0, 且/ ^ Vi , …，“)为 

彐 SoG (»’ ，… ，c!t)• 

这样，不管列一 33/? U ， n , …心）是否成立，我们都获得了表达 
它的关系 F (，, C (，… ， ci )， 并且它可表示为 sr 公式 * 综上，不 
管那种情况，都有欲证结果成立，从而我们完成了定理 lhl 9 的 
证明 • 


§ 12 模型况 " ZFfAGCH + AC—V-L 

现在假定完备序列砷已取定， a l> 由式 (10.24) 给出， 
并且令 

ATi - U { M ,( a n ) U < cf, 5 K 

现在，我们来证明凡:是冗!?的一个模型 • 这一证明是与 ZF 在 
L 中成立的证明类似的.空集合公理、外延公理、无序对公理、 
并集合公理、无穷公理和正则公理在汉 t 中是成立的，这些证明 
都是不难的，作为练习留给读者去 S 明. 

令 c ,6 S fl ， a <〜， 我们希望 证明： 在； V t 中有一集合、^是 
c : 相对于 / V \ 的幂 集合. 为此对于上述固定的^和《,我们引进下 
述定义 * 

定义 10* 11对于 S 中任 一 c , 令 



/2(c) -{^1^11— 

T(c) = {<p f c 2 >l 邹 <a ⑽ 一 C2 €c 且 。 € S fi )} f 
17(c)«<i?(c), T(c)>. 

由定理 10.18 与注记 10*14， 不难看出， /e(c>, TXc) 与 C7<c) 
全是 M 中的集合，即相应的哥德尔集合在 Af 中•也就是说，它们 
都是在 M 中借助于 ZF 的公式可定义的运算，重要的是由于上述定 
义中不使用我们已经选择好的完备 序列^ 并且0<«，因此 
T ( c ) 是一个集合 • 

定理10.25如果 C /( C 3) (匕） 且则 

证明因为 dc ;， 所以，存在 w ， 使得完备序列中的满 
足夕《11—•但是 i ?( c 3 )=^( c 山 因 此有: p m \\- c \^ c \ , 
夕《|1— do ?; •此时，如果 c ! #5,则有 3< a , 使得 ( c ;€ c ; 

且 do ;) 或且 ded 不失一般性，我们假定且 
cl ^ c % 因此，有自然数《，使得夕》1]—<?5€^3即夕 n 在 r ( C 3) 中， 
又因为 r ( c 3 )= r ( a ), 这样，对于同一％，有夕4一&€。•因此， 
clGc ；, 这就与假定44相矛盾 • 从而获得欲证结果，即4 = 
cl . 

我们知道，标号空间 S 不是 M 中的集合，当然它是 M 中的 
类.对于每一 ces ， RU 0 是力迫条件的集合 • 由注记 10.11 P 为 
所有力迫条件的集合， S ^ PeM . R ( c ) 是 P 的子集合，由于丑在 
M 中是可定义的， rani ? 亦即仏 ( c ) UeS ) •包含在 P 相对于 Af 的幂 
集合之中.类似地，对于 c € S c , T ( c ) 是 PXU 心的子 

集合，即 r ⑷ 〔（Px \ JS ,) 9 这样 r 的值域 ranT 即 OXc)|c€S} 就 

彡 <*i 

包含在 PXUS 3 相对于 M 的幂集合之中 • 这样， rani? 与 ranr 都 

j 9 <a 

是 M 中的集合 ，令一 

U = Crania ) X ( ranJ ), (10.27) 

对于每一 ces ， u { c ) 是旣在财中也在万中的一个集合 • 

定义 10.12 对于每一《£万，如果布一序数良使且 
U ( c)=u 成立， 则令 /(«) 是满足这一条件的最小序敫 A 如果不 
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存在序数3，使得有且则令 /( W：=0. 定义 A = 
Sup{/C«> |«S 

上述定义的氏与已固定的 q 与《有关，由于定义中出现的集 
合、函数均在 M 中，因此，有3。€财. 

定理10.21 如果沪 cc ;， 则有 /3< P 。， aSS 〃使得 
证明因为由化的定义，存在一3<札，&€5«使 
得 J 700 = t /( c 3 ) •这样，据定理10*20,就有 
定理10.22幂集合公理在中成立_ 

证明 对于汉 ，中 任一集合，据^，的定义，有一标号 ces*， 
使得这一集合就是我们取定这一标号和序数《，运用定 
义10,11， 10.12, 定理 10.20 和 10*21, 就有 c; 的任一子集合都是 
集合(亦即 U*U^(a°)|i3<j3J> 的元素，这样 d 在^^中的 
幂集合就是八 ^ CcU ， 因此，它是由相对于的公 
式所定义的，亦即它是的元素，故欲证结果成立. 

现在，我们考察替换公理 • 我们仅需证明：如果对于任意的 
公式 4(\y)， 在 AT t 中它能够定义一函数 P，_fl 对于任一 
至多有一^€汉，使得即 JU，：y) 真，则对于任一集合 
s€ATi , 都有仪 ( a)U€s }€ A^i， 

假定公式 iU，y) 为满足上述前提的公式.取固标号 a 及序 
数 a， a < a 0 ac { es a . 我们可以假想标号代表中已知集合 s. 
在 M 中试定义函数0使其定义域满足 

domgC_ff X U 心， (10*28) 

0 <a 

并且对于任意的 4，c>€domA 当有序数心使得 ^11— 
岌 (C2) 时，就取满足这一条件的最小的序数为4，令容 〈夕， 0)=^ 
t5o； 如果这样的序数 d 是不存在的，就令 W 户，0=0 •据 定理〗0,19_ 
关系夕 || 一 dU，c 2 ) 对绝对性，对函数 < 的要求是合理的.由此， 
我们定义 

$,=Sup{g(p f c)\j>^PAce US^}, 00.29) 

这样，不难看出函数 qp 在 C ; 上的值都在 M 〃 Q ( a °) 之中，亦即 
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ran(^fc!)(=ilf^(a 0 ). 我们希望证明: ran (钟 c;) e M •为此， 
我们首先证明下述基本定理成立， 

定理10,23令淑〜•••,％)是 ZF 语言义中的任一公式•对 
于任一序数《<〜，都有一序数|8<〜和一标号 c eS〃, 使得 
并且对于任意的集合〜，•••,☆€&，都有 

( 戈 1 , … ，》 ^ >A c O (A ， … pXn) (10.30) 

成立，其中 c 的选择与完备序列无关，并且是依定义 6.11 给 
出的，亦即 Av,， 儿。意味着公式 乂分别 相对于八^和^^ 

证明 不失一般性，假定公式，♦”，％)为形式仏心 •“ 
QmymBixx ,— … ， yJ ，其中万为无量词的公式•对于任意的 
序数7<£?。，存在函数 //( 夕， Cl ， …， c ” 么，…， i /- i > (这 
一函数定义在 US , 上，即…，〜，&，■",&•!€ US ,> 具有性质： 

占 <<* d<v 

若&为3，则/，是最小的序数 K， 使得对于某一标号 ces V| ，有 
夕 11—— Qi ^ iyi * t "* QMyp > B { ci 9 ^- ，c»，A， …，心-1， 

C ，L +1 ，…， >>• (10.31) 

当这样的序数不存在时，令//为0•令 

沿 （ A ， … ， c« ，山， … ==Sup{//|^6P>, 

由定理 10.1 9 , 函数心在财中是被定义的 • 若<?/为 V ,转换式 
(10_31)中公式的否定式，即考察 
夕 II 一广… ，〜， 心，… • A-i， c ，<y …， •••jyd， 

依同样方式而定义函数乃与心•令 

y 2 =Sup{g/ 且 < ， c/ 2 G H}. C10*32) 

b <0 

可以把式 (10.32) 记作 V 2 =aoo. 显然，函数&是在 M 中被定 
义的. 

令 /S^OE ， p nirl ^h{$n) 9 Sup{P„|«€ 

由于可以用中公式 / Ua ) 表达，并且令 c 为 

&<? 

公式 >1 Cy ) 所对应的标号 * 这样，#就是集合并且3、难验 iiE 
集合就是定理中欲求的集合* 



定理 1 G *24 替换公式在中成立 • 

证明因为巳有 ran (对 c ;) 包贫在 集合 〆 中，所以，显然集 
合 ran (9 U °) 能够描述为 1 

{x\x&c v ASy&c\^ (y ，： v,c:， … 

其中 a , …， c „ 为出现在定义 函数中 的公式 JUj ) 屮的参变元 . 由 
定理10.23,我们能够假定在 J 中所有的约束变元都出现在的 
—固定的集合 • 由八\的构造，上述定义的集合在中， 从而获 
得替换公理在中成立 • 

综上，我们证明了 t 汉1 NZF . 

定理 10.25 令，…， a ) 是一个绝对的关系，它作为 
…，、的函数给出集合: y , 如果对于每一《，都有0使得当 
U { S y | r <«} 时，在 X 沖必有一 集合: y 使得 : y = /( cU ."， cS ) 相对于 
成立，其中0独立于已给的完备序列，那么对于某一 c 6 Sp ， 
d = x 也独立于已给的完备序列 • 

这一定理的证明是容易而又冗长的，作为练习，我们把它留 
给读者自己完成 （习题 并由此去证明；对于每一序数《< 
Co , 都冇标号 G ， 使得 d = a 独立于已知的完备序列 { pAn ^} 
(习题 10, 2). 

定理在汉 t 中集合^是不可构成的 • 

证明令义使得 〆 =«是独立于完备序列朽》的*假 
定的元素且; v 娃在第 g 阶段被构造的 • 因为构造的概念是绝 
对的，所以，在况 I 中《阶段也构造了集合; f •同时，对于任意的力 
迫条件 A 由于多的有穷性，我们总可以做一力迫条件？并找一自 
然数〜 使得夕 Cg ， 并且满足条件其中为 
((/ 16 江在《中且竹€: 0 或 （― 'in £ a 在？中且外 £:«))• 

假定 a ° 在 AT t 中是可构成的 * 由此，有一!言;数《<〜，在《阶段 
构造 a °. 据定理10.17，有一力迫条件 A 使得 t 、构造 a ”， 

其中/ = 是独立于完备 序列九 ，的，对于这一力迫 条件九 取集合 
a 。 （由®设它是河构成的）进行上过程，找到力迫条件？和自然数 
n ， 使得条件 4( w , g , a ") 成立.取定这-一力迫条件 h 令？《 =《， 
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重复定理 10.16 的证明中寻求完备序列的过程，并由此做出完备 
序列切山据这一完备序列作槙型乂(。显然，在^;中《也应当 
构造集合并旦有一自然数 A , 和11 一““构造 a “”由显 
然这是不可能的. 

这样，因为中的序数与 M 中的序数是相同的.任意的力 
迫条件夕对于任意的《<%， c £ S « 都永远不能够力迫 V 构造因 
此> “在尺，中是不可构成的. 

至此，我们第一次使用力迫条件的有穷 性质* 

定理 10.27 在中选择公理成立. 

证明据习题17，关系;是在 ZF 中可表达的，并且可 
表示为 I ：? p 公式，即是一个绝对的关系•依照类似于 
是 ZF 可表达的和绝对的讨论过程，不难获得关系也 
是 ZF 可表达的和绝对的，因为 3^( a f > ) 是良序的，类似于 L 可良 
序件:的证明，我们可获得 Ni * 是可良序的，其中集合 a 、 是一个已 
给的集合_ 

定理 10.28 如果:且对于 AT , 中集 
合 y , yC ：^ 则存在 序数化 

证明由汉^的构造，关系瓦在 iVi 中作解释与它在财中作 
解释其结果都是相同的， 

由于于 AU 因此，有序数 V < A ， 使得：八令 

Si-u (Af^a^i^^ayu iy.y}* 

因为 a 无穷，所以厂 •由于选择公理中成立，我们可 
以运用定理6.22,存在一集合 s 2 , 使得 s 】 c ：55 2 ^^ o ： AS ：^ M a ( a u > 
相对于&是成立， 并且外延公理 在幻中也龜成立的（即 s 2 为一外延 
集合 >• 据定理 4 U ， 存在函数 P 和传递集合〜使得 P 为&与&之 
间的一 对一的€同构映射*因为<斜是传递的， 
所以炉在1)仏^(2°) 上为恒等映射 ■ 因为对于任 

都有9(2>二2，所以，由于序数因此必有一 
序数3，使得中00=3，丑•由于关系: y € MvU l >) 的绝对性， 
我们就有: y € MAa u >， 这就完成了定埋的证明* 



定理 1 IK 29 在 AT , 中广义连续统假设成立，亦即，对于任意 
序数《<心，都有 

证明据定理10.28,完全平行于定理 10*22 的证明，即可获 
得欲证 结果. 

综上，我们可获得下述定理 t 

定理 1030 从 ZF + SM 出发，我们有：存在 ZF 的一标准模 
型尺\,在其中 AC 与 GCH 成立，含冇一集合 sCo ， 且 s 是不可 
构成的 • 这样，就有： GCH 与 AC 不蕴涵 V = L 

现在，我们已实现了本节的目标 •证 明了 gchaac ^ v ^ l . 
从而也就实现了本章的第一个目标 • 在上述证明中尋找集合 V 是 
本质的，在寻找的过程中，我们使用了力迫概念，运用了由力 
迫概念所描述的完条序列 • 由完备序列所定义出来的集合 V ，人 
们称之为脱殊集合 • 今后我们要引进更多的脱殊集合 • 


§13力迫槪念（续） 

力迫方法可以用以解决集合论中的许多问题，它主要是从已 
知模型出发去构造为解决特殊问题所耑要的模型 • 现在，我们给 
出一种概括性的说明，使之能够适应较多问题的模型构造，特别 
是为解决 GCH 和 AC 的相对独立性所需要的模型 • 我们总是从模 


型 M 出发，附加上确定的某些脱殊集合，然后取欲求模型为从这 
些脱殊集合出发运用财的序数所构造出的全部集合所组成的类 


我们仍然假定标号空间为和 S 的一个确定的 
子部分 G 为了定义脱殊集合的标号〜和其它某些集合（如自然 
数《，仿等等）的标号均在 C 中，我们规定：如果斤心斗，那么 
c 就对应于一公式 4 U )， 其中可出现沒中的元 
作为常项，并且它的所有变元都是限制于沒。的，对于一固定的 
序数我们假定％<^，上述描述的公式与标号空间&是一对 
一的对应，这种对应和集合（指标号的编码集合）都是在财中 



的.对于 CS 心 ，我们构造的相应于 C 的集合，最终将取决于形式 d 
的集合（其中 &< a ). 

定义 1( M 3 令为力迫条件的一集合，<为。上的一个关 
系，并且。与<二者均属于 M ， 使得如杲 A w y 都在 U 中，那 
么有户<声， & p < q !\ q < y -> p < y * 在 M 中也存在着一个映射心 
使得若 pec /， 则趴 外是 形式为 oea 的集合，其中当 
c 2 es fl 时，就有一序数3<«,则沢户) c ^~). 

定义 10.14 对于给定的 y 中的受囿语句 z 和力迫条件九施 
妇纳于 z 的秩，定义关系夕1一4如下： 

U 当 i 4 为其中 C 〖 c - S «， C 2 ^ S 09 a <3 时，我们有： 

( i ) 若。不在6；中，且 c 2 是由对应于公式定义的， 
并且有川1 一成立，则有 

夕 || — Cl ^ C 23 

( ii > 如果 n 在 c 中，且对于某一 y <3， c 3 es v , 使得语句 
Cl €以在欢 (乡〉 中，且有列 一 Ci = C 3 则有 

一 Cl &C2* 

2—9与定义 1 CL 8 中 2—9 相同 • 

10. 当4为语句 a € c 2 ， 其中 ci £ S 2 ， 以 eSj ， 且 /3< a ， 如果 
冇某一 ^ G 5 Vf 使得 

夕 II—V aXiX^Ci ^a) A (c 3 E C2 ) ， 

成立时.则有 

/ >|] _ Cl G <?2# ， 

因为由秩的定义，显然的 
秩小于 C |€ c 2 的秩 • 因此，情况10是合理的. 

由于上述情况〗中既包括了定义10,8中的情况1与情况10,因 
而上述情况10对应于定义103中的情况 1 U 

对于不受囿语句的力迫定义完全与定义 10. 9相同 • 

注记 10.15 我们证明“由完备序列所确定的^是 ZF 的一模 
型”时，仅需使用两点事实 • 第 一 ，对于每一序数《<«。，在 S 中 
都有一标号 c 使得我们总有 * 
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{c\ I Ci € S a ] Cc 0 . 

这一事实在证明幂集合公理与昝换公理在中成立时要用到.第 
二，对于 M 中每一个序数值函数/，若％是已知的，则存在一序 
数序列 a i ， a 2， …，〜，…，使得 /( a < X 〜十1，存在一标号 cG 5, 
便得埘，其中为 whs 乂，}•这在 l-s 
定理的证明中是要用的，也是在证明替换公理在，，中成立时 
所要求的. 

规在,我们可以建立本节所定义的力迫关系的主 要性质 ，证明 
力迫条件完备序列的存在忡定理.我们取定完备序列 
并施趙穷归纳法去定义模型 

现在，我们可以令 ces 。 有 c °=0 •假定对于每一/3 <«， ces 
时 ^已定 义了.这时考虑对于每一 c ， 时，令定义 c 的公 
式为/(«)，/也是由式 (10*23) 所确定的.如则令 

W 丨彐在扒 么） 中） }• 

类似于模型汉《，父中语句2在.，中是真的，2且仅2有某 
—自然数《， ii 一儿 


§14连续统胲设 

定义 10. 15关于标号空间 s 及其子部分(；的 定义：令〜 （其 
中2<0是模型 Af 中一个取定的开始序数•标号空间 S 超穷归纳 
地定义如下 t 对于每一《， 《<A 时，乂恰由一个元素~组成（并 
且将有 c: = a>， 且“都在 G 中；对于則令 S ai ={aJ(3< 
〜}, 即其中恰有 6> T 个标号〜（标号 a, 将是我们要用力迫关系定 
义的脱殊集合，使得 a B d czfi>) •标号 〜全在 G 中 i 对于❿仍为％ 时， 
& 1+1 中元素为 A 与对于任意的 t5<%， 它们都是^中元素(我 
们将要定义4 = {<5} ， 4 = {aU)i 义 1+2 巾元素为对任意的 
6<o rf 心都在 G 中（我们将要 定义的 = <d, elS>)i 乂 ]+A 仅由一 
个标号 m 组成， w 也在 G 中（我们将定义/为集合 K(5, a e d >|a< 
0 ) T })y 对于大于 a, +3 的序数 c<a 。， S a 中都不含有 G 中元素 ， S a 
中元 素都单一地与常项为的 Y 中一公式对应 ■ 并且 



令 5=UO« 

在标号空间的这一定义中，~与姐是基本的，其它都是为了 
保证模型的传递性质. 

定义 1 CU 6 对于任意的序数 dO , 与自然数 … n € a ,, Hn 
6 a , 称 为基本语句， 基本语句的有穷协调集含称为力 迫条件 •对 
于任意的力迫条件/>，彳， 笔 i > c q ， 则记做夕<心对于毎一力迫条 
件夕，我们用趴户）表示下述所有的语句组成的集合 ： 

( 1 ) 当 /i£a4 在沪中时 j 

( 2 ) c a ^c P , 当 a<30r 时 | 

( 3 ) 〜，当 <5<队时 | 

( 4 ) d 6 db A 、eAb “ 当•时, 

(5 ) b & &i0 ， 当 <50, 时 , 

注记10，16对于任意的力迫条件夕而言， （ 2 ) — （5 ) 中的语 
句均在 W 夕）中，当我们注意到定义 10*14 第1条 （ ii ) 时，上述 
(2)—(5 ) 中任一语句都是被任一力迫条件所力迫的，例如，对于 
任一少， 都有夕11 一6 G 6” 夕11一匕€班等等 • 

令{么1«£树为取定的完备序列♦对于任意的<50,，令 d 二 
有一自然数 n ， 使得^力迫在由此，有 MC 6)。 

注记 1 G .17 ^ d ^ dzy 则 a ° Al 汐 a ^ 2 •因为不存在力迫条件 
使得 y |- aai == a ^ 假定不然，亦即这样的力迫条件夕是存在的， 
它当然是有穷的，因此，有自然数 h 使得&不在户中任何基本语 
句中出现•令夕 U {务€沒〜， ! A ：€ a 42 y j 显然有 

^[[f a dl - a dz . 

这与定理 10. 相矛盾 • 

注记 10. 18 由定义10 , 16 ， 对于任意 a < o r ，都有“=匕心 = 
{外， — {«, aa } , ba =^( a 9 aj > , 弁且 W == {( a ， a «> jc < 
O t }. 这样，类似于注记 10.12, 对于每一标号 c 6 S , 我们都有相 
应的集合从而我们有结果模型 iV 3 •另外，不难看出的传递闭 
包故【_)应为 +3}. 

定理 10, S '! 在況 2 中，每一集合都是由 W 可构成的， 
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1«<〜}_其中/是由定义9.9铪出的，指^的所冇可定义子集合与 
%的并.不难证明， ^ r = N Zy 从而就获得了欲证结果. 

定理 10*32 在 A ^. ZFC 成立，亦即 

N 2 1=ZFC. 

证明据注记10.15,并类似于 iVi 中的情形，不难获得 ZF 公 
理在汉 2 中成立•对于选择公理，由定理 10.31, N 2 是由丄 ( W ) 可 
构成的，并且从集合%到 〆 的构造是一绝对的关系，换句话说，由 
^的良序，我们容易获得，的良序，这样我们仅需考察集合& ( W ) 
是否可良序的了.由义(^)的定义，并注意到定义 10*1 S ( 1 )— 
(5)，就可以直接绐出又 ( W ) 上的良序关 系了. 

定义 10. 17对于任意的力迫条件声，<?，如果不存在力迫条件 
V ，使得夕 < Ka ? < r ， 则称夕与 ？ 是不相容的. 

例 10. 5令夕 = {3€ ai }，{ H 3 Sai ^ ,不难看出户，？是不 
相容的.事实上，夕与2的相容性就表示着不存在 cKA 使得 
rt € a d 与 nn € a < :分别在0， g 中出现 • 

定义 10.18 对于力迫条件的集合方，如果5中 tt 意二元素都 
是不相容的， 则称月 是不相容的. 

例 10 ，S 令 

/>1= ^3£ a t , 4 £ a 2 y , 
p2 — i36ai, ~")A (E^-A 9 
p3^= {HSCiai, 4Ca 2 }, 

A= 「 [5£a ，， 14G a^} 9 

B={p' ， fi ， p2, pi}. 

不难验证乃是不相 容的. 

定理〗 Q .35 令万是力迫条件的一个不相容的集合，若 万€财， 
则 B 在 Af 中是可数的. 

证明假定召在 m 中是不可数的_我们令艮=桫1夕 e 万且夕 
中元素少于 抑个丨 ，显然，对于每一自然数〜 ACB ， 并且有 ； 
1){队1»€；叫.由于选择公理在财中成立，如果每一外€①，凡都 



可数，则 B 也可数，因此，由万不可数，犹必然有某一自然數《，使 
得^^是不可数的.由于中每一元声的元素 C 即基本语句）的个数 
都少于 M •令 A 是具有 A 个基本语句的力迫条件 A ， 使得在中冇不 
可数多个力迫条件 A 使满足负<^的最大的自然数•显然.夕 
不在艮中，当不存在满足上述条件的九时，令為=0, 勿 为空集 
合0 (注意：空集合0不是一力迫条件）•不管怎样，我们都可以 
令万;;恰由这祥的夕组成，即对于任一夕在万^中，都有九< 夕 ，且 
万:,不可数.在瓜中取定一元记做九，且令 A ， …， I 是和夂负中 
的基本语句，因为％与巾所有的其它元夕都不相容.由于九< 
A 即 Acf •这就必然有某一沁，烏在 Bi 中有不可数个元夕含有 
基本语句刁儿，由于 A 在九中，且介 c ： 九 ，故 n ▲不在夕1中，否则 
户 2 就不协调了.这样 在说; 中就有不可数多个力迫条件声，使得 
Px u 当迄 为某一 — ln Q ea a 时，可认为是 n 0 € h )_ 

这就 矛盾于 ft 的定义•于是我们获得了欲证结果 • 

定理 1 LS 4 若/是在汉：中可定义的一单值函数，则存在一 
个在 M 中可定义的函数心它把、 S 中每一元 c 都赋予 S 中一可数子 
集合 〆 并且对于每一 cSS ，/( 汐 > = c ?， 其中 o 为 〆 c ) 中某 
一元 • 

由式 / UM == c 〗， 可以看出/在 AT 2 中有定义，并且在汉 2 中取 

值， 

证明由于/是可以用含有常项# (其中 c 为 S 中某一元)的语 

句定义的，对于^中任意的 c ， 令 

j ( C , Cl 卜{户|夕力迫‘7是单值的”且 C T 是在一自然良序下 
S 的第一元使得对亍任一-❼ pc ： q 9 qW - yU ^ cr }. 

(10.33) 

由式 （10 d 3), 是力迫条件的一个集合_不难看出， 

如果 c 2 # Cl ， 则也 C ， r , t ) 的元与 4( t :, c 2 ) 的元是不相容的，这样， 
由在 Af 中选择公理成立，并据定理 H 3 S ， 仅有可数多个 〆 使得 
Aic ^ y 不为空集合0,令 gU ) 是所有这些 〆 组成的集合，上述 
论证都是在 M 中进行的•也就是说 g 是在财可定义的一函数，在 
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中，令 Ct 是使得 = 成立的 S 中的第一个元素，因为义的枸造 
能够在况 2 屮表达， S 的良序也能够在 iV 2 中表达，我们可以考虑 
—个不受圈的语句 j 

儿=、，是使得成立的 S 中一个元素"， 

因为语句或在中是一真语句，所以在已取定的完备序列 
中必有一力迫条件使得多 《11 —4•所以， A ( c 9 c t ') 是不空的， 
并瓦•这就完成了定理的证明_ 

上述定理是说，虽然我们不能在财中描述定理中给出的函数 
/,然而我们能够对/的值域作充分的限制 * 



图 10.2 /是在尺2中定义的单值函数， g 为 M 中可定义的函数，对于 
5中任 一 c , 

定理 1 j . 巧令 a , /3是二序数，如果在 M 中有立，则 
在 况 2 中有成立 • 

证明我们只需考虑〜0为无穷基数的情形，假定定理不成 
立，就是 说在況 2 中有单值函数/使得“与0是一一对应的，当 
时，/(幻=-0.重申由式 (10.15) 定义的符号空间•#%与由式 
U 0.24) 定义的集合 x v •对于任一序数 a 然有 vex , +5 ，且 
若 ^ ex ： y 则 rnkx < V . 据定理10, 3 4的证明，函数/在上的值 
包含在集龟 r ° 中， 其中: r 是嫌^的一子集合，: T 在 M 中的势就小于 
等于狄即：.由于包含了函数/的值域，若 cGT ， 则对于某 
一序数 y <3, 有为: T 在 M 中的势小于 等于心 （因为在 M 
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中 《<以， 这样，就存在一序数 V < jS 使得： TcLHS ,|(5< n . 然而 
mkT ^ V •这 样， T ” 不能够包含0，也就是说/的值域不能够全部 
包含久这与假设/为 a 与； 3的一一对应相矛盾，从而获得欲证结 

果， 

上述定理说明，在 M 中的基数恰好就是在~ 2 巾的基数.又由 
于4全是不同的子集合•这样， 我们就有 下述定理成立, 

定理 1( K 3 S 在中，说⑻，也就是说，在 / V 2 中连续 
统假设是不成立的 * 

我们已经有了说<2\留下的问题是在况 2 中连续统的精确值 
了•定理 5*28 告诉我们，若序数 《与^> 共尾 ，则# ，也就是说， 

2 «不是可数个较小的基数之和 • 

定理 10.37 在 M 中，如杲 t 与 0) 不共尾，则於 r 的可数子集合 
的数目为 h 、， 否则， Nr 的可数子集合的数目为说 

证明在 Af 中广义连续统假设成立，对于任意的序数 a , A : « 
的可数子集合的数目 «, = 2^ = ^ a + 1 . 现在假定 t 
与0不共尾，亦即 N ，不是 可数个较小基数之和，这就意味着不存在 
序数序列％，外 S 似， 而 T^Suphjwe ♦这样 ， N r 的任 
一可数子集合 h 都有 h < T , 使得％ C ：« M ， 因此所有这样的集合 
X 的数目对于技，的其 它可数 子集合少，就有 
t 9 使得夕 CNh 所有包含在^ 2 中可数！集合的数目 < N t2 + 1 < 
扠 m 因此，说，的可数子集合的数目是^•同时，这样 
的子集合的数目总是大于等于的，因此，的可数子集合的 
数目为 

当 T 与公共尾时，亦即有 = 其中 G 为基数， 

不妨假定•令“这样， nw 的任一元都 
对应于》 T 的一可数子集合，换言之，《 * 的可数子集合至少有 
那样，即说，的可数子集合的数目不少于 r 仏•，因为不难证明 nh = 
nc , ■•所以，》，的可数子集合的数目不少于 nc ,， 但是，据定理5.24, 
有妗 ： Cc rt < Il (^ + l ， 这样，此数目就不少于 L +1 . 此外，据 GCH ， 
有2^=«, +1 ,因此这一数目不多于综上，这一数目应该 



是妗定理得 证. 

定义 10 J 9 令4为/中一语句，如果力迫条件声 满足： 

夕 II 一 n—u (即不存在力迫条 件？， pc q ， 且对于任 
意力迫条件 A， 若介 〈hMff'TI/l， 则称夕对于 岌是极小的. 

若 W — n ~ w 时，已知的完备序列耐中有一项夕》， 
使得夕<^«，则语句2在一完备序列所确定的结果模型中成立 • 

定理 1038 对于乂 中任意的语句对于4是极小的力迫条 
件的集合在 Af 中是可 数的. 

证明令 

7^(」）-={夕|声对/1是极小的}， 

我们断言7‘(出是可数的.在上下文不引起误解时，我们把 r(/o 
记为 T. 假定 r 是不可数的，类似于定理 1D. 33的证明，我们能假 
定在: T 中的任一力迫条件夕，夕至多含有 w 个基本语句 • 令々是满足 
具有 a 个基本语句的力迫条件勿，使得在: r 中有可数 多个力 迫条件 
夕且勿<夕的那个最大的自然数•当不存在这样的力迫条件九时， 
令為=0, 取如为 0•闶为办<多，彡在 r 中，所以， a 阡 nn 乂•即 
有某一夕2，九<和且夕因此，夕2与了中任一元都是不 
相容的_ 

令…，是中的基本语句，因为勿 < h，r 中任 
一元声，有少 <声，即夕 iC： 夕， 所以有某一 ii_， 在石中有不可数个元 
夕含 冇基本语句] A •因此， p .\ Ji ^ A i }< p . (注意 ，当冼为某一 
基本语句刁时，■可以认为是•这就矛盾于々的选 
择•因此，欲证结果成立 • 

定理 10. 39在汉 2 中，如果 t 与 o 在 M 中是不共尾的，则吵。= 
如果 r 与公在 M 中是共尾的，则 

证明 对于每一标号 ces 和令 

{p I夕对 nG e 是极小的}， 

我们首先证明，如果对于每一自然数《，有 W 
旦 c ;cro， cI ( Zg > 9 则有因为若在已给的完备序列 
中有％，夕 *11 一这样，就必须存在一极小的夕，多<办，因 



此，由(外， C 2>， 夕及 A 就一定力迫由之， 
n ^ c \ y 反之亦然，所以，有 c 〗= cU 这样，当 C ° cfi ) 成立时， V ( n y 
C ) 在一定意义下就决定了集合因此，令 

Bi = {{<n^V («r,c)>|»G |c€ SA/CIfi)}. 

我们有^=2% •其次，在 M 中，定义集合 D 如下， 

2>=«%亡〜且$是可数的}. 

因为标号〜<(5<队> 有 〜个， 基本语句和力迫条件 都是％ 
个，对于固定的 m c 而言， V ( n , c ) 为可数集合，从而对固定 n 

有 ___ 

{ V ( n 9 c ) Yc ^ S }< D $ 

因而，令 


Bz^{V(n } c)\c^ SAc^<Z0An^o} , 


在况 2 中，我们有瓦令 

E ={ y |〜 ueDAy 是 v 的一可数序列 )}• 

一方面， ft 然， D ^% 另一方面，由于五的元素都 是乃的 元的一 
可数序列，一个可数的集合所能产生的1数£列恰•亦 
即 D 的每一元都产生〜个 E 的元•所以，万.•于 是，* 

Af 中，我们就有：言=云•同时，不难看出， HUE 从而，据定理 
10.36，在汉 2 中我们有 * _ 

据定理 10. 37，在 M 中如果 r 与 < i > 是共尾的，则 D =« T+1 ，并 
且由定理5,28和共尾概念的绝对性，在 AT 2 t ^ 因此， 

有2%= W , + 1 ， 当在 M 中 r 与是不共尾时， D ^^ t 9 就有2% = 
•这样，我们就获得了欲证结果. 

注记 1( K 19 在定理 10*39 中， f 为大于2的任意序数•这样，我 
们可以构造出 ZFC 的模型，使得2心在其中为如狄 3 ， 

^+1，《， +1 ，甚至也可以为 K 〜，等等•这样，定理 10.39 
就使我们实现了本章的主要目标，证明了连续统假设相对于 ZFC 
的独立性定理 • 



§15 选择公理 

定义〗 0.20 关于标号空间及 K 子部分的定义 * 令 
外6耐， 5 i =»{ a *|«€©} » S 2 ={ v >. G = SoUSi U S 2 .对于任意的 
序数 《,2<«， S „ 中元素都单一地与常项为 U { S ,\?< a } 的/中一 
公式对应 * 当序数 2< a 时， 又中都 不含有 G 的元素，并且令 
U{S p \P<a 0 }. 

定义 lOdl 对于任意的自然数《， w ， nGa „, nnGa ™ 称为 
基本语句，基本语句的有穷协调集合称为力迫条件 • 对于任意的 
力迫条件声， A 若 pCq 、 则记做声这就给出了力迫条件上 
的一偏序关系•对于每一力迫条件/>，我们用 趴夕〉 表示下述语句 
组成集合^ 

(1) k € n ， 当》，左£0且為0时， 

(2) rtSa m , 当 nGam 在夕中时， 

( 3> a fl Sv , 当《€©时. 

现在，我们设兀 为® 的置换，使得对有穷多个自 
然数 n 成立 • 令万为所有这样的置换 I 所组成的群 • 设5^是5的子 
群，且氏= O j 对于时龙 = 这样，当《1<»2时，有 
札 iCSv 我们现定义群 S 在 S 上及/ 中公式的作用 • 

定义 10.22 对于 ces 0 , k ^ b 9 令;对于 a ^ es !, 
令 jr ( a fl > = ajr ( w ), 令 ? r ( v ) = \^ 对于 a >2， c ^ S a 9 假定 c 对应于 
公式 4 U , Cl ，…，〜>，其中4中变元部 
受囿于说、•令冗 < c ) 是的对应于公式 ，…， 江(〜)> 的 
那个元素* 

定义 10.25 令4是受囿公式 H ( Cl ，…，其中 
5中仅冇受围量词（不含有不受 囿量〉 Vm 3〃那么 M 2) 为 

A{xj 怎 （ ci) •… ， 龙 （ c„)) 

所对应的中那个元素，其中受囿置词中的序数 a 保持不变•对于 
不受囿的公式类似地可以获得. 

定义 10*24 令多为一力迫条件，力迫条件欢夕）是如下定义 
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的 I 


1. 〜在 夕中当且仅当 ⑽在 (户）中* 

2. 在夕中当且仅当在; r (/») 中， 

定理 10*40 对于任意的力迫条件 f 和父中公式4，我们有 
多 II 一 4当且仅 当欢夕 ）11 一兀 ( 渤. 

证明令4为任一给定的受囿公式，我们施归纳于公式的秩 
来给出定理的证明 • 不妨令 rnkd =< C 5， i ， r >， 当时，由定义 
10.21—23, 对于4的结构作归纳，并 注意： 当次为 
时， k { A )= A , 任一力迫条件，特别地^夕）力迫它，反之亦然 • 
当4为时，若声力迫山必然有 nGamft 夕中，时这时 
6[1|^沒龙 < 叫必然在冗（夕）中，则有; r (夕）11一江(/4)，反之亦然•对 
于乂为时， ^( A ) 为 〜„)€ V ，二者对于任意力迫条件来说， 
都是被力迫的•这就保证了当《< 2 时的基始情况定理总是成立的* 
对于《<2时3含有逻辑词的情况，由力迫定义也是显•然的•当 
时，只要我们注意到群忍对力迫条件和公式的作用，定理也是不 
难验证的* 

当4为不受囿的公式时，由归纳于 Z 的复杂性，定理也是直接 
获得的 • 

定理 10.41 对于任意的标号 c € S , 任意的语句和任意的 
力迫条件夕，都存在一自然数 w ， 使得当汉£忍”时，有 ； r ( e ) = c ， 
7t(A)=^A 9 

证明 当 心或 时，对于任一*兀6丑，都有龙 （ c ) = ci 
当 c £ Si ， 即有 a fl =* c ， 而：€队时，有冗 （ a fl ) = a«( n i = a B ， 当 2 <a 
时，如果 ce < S „, 就有 c 对应的一公式 4 U ， c " …， G )， 由归纳 
假设，对于某一陶，有充 (~) = Q ， 令， ，… • ■，显 
然当时，有■类似地对于任意给定的语句4，在其中 
出现的常项 C 即标号）不妨假定为 Q ， …，^，且 〜€ S ai ，…， 
〜 € S a 。•上面已证明，有叫，使得冗乏疗叫时， 心 i ) = c “ 令 h = 
max { w 》抓}屋然当兀时，兀 ( 」）=儿对于力迫条 件夕. 
由于夕的有穷性，显然有使得冗£氏 3 时，有冗(夕> =夕•令 
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t2 9 rs } 9 这一自然数 w 的存在，就是定理的欲证结 

果. 


注记 10.20 不难看出，定理 10.40 表达了在一定意义下，置 
换 G 的元素对我们的系统来说是自同构的，而定理 10dl 说明，虽 
然有无穷多个符号〜，而对于每一标号 c 和语句 Z 相对于这无穷多 
符号（除去其中有穷多个以外）而言都是对 称的. 

令{么|«€蚪为取定的完备序列•对于任一自然数〜令 
| 彐 wS o (夕《 一灸€〜)} •由 此，有 

注记10_21 对于任意的 《! Go ， k 2 6©» 若％婪《2，则 a^ f 舌 
^•因为如果存在一个力迫条件久使得列一^=知 2 ，我们就能 
找到一个力迫条件7，户<《，使得对于每一自然数 
且一 —l/e€a W2 , 所以，结论 成立. 

注记 10.22 由定义 10.21， n G = 祁，且 v°={a,°, ■由此， 

类似于注记10.12,对于每一标号我们都有相应的集合 
从而我们就有结果模型 

定理 10.42 iV 3 是 ZF 的一个模型，在其中，/是集合逆 (©> 
的无穷子集合，并且不包含可数的子集合 • 

证明据注记 KK15, 并类似于汉^中的情形，不难获得 ZF 公 
理在汉3中成立 • 

由注记10.21，显然集合V是无穷的，并且有栌 C 逆<0)•现 
在假定在中，有一可数子集合，也就是说，有符号 c^S， 在已 
取定的完备序列中有力迫条件夕，使得： 

釗| 一 V 是从 0 到 v 的一个函数/，使得若 
ni . n ， 则 /(»;)_/(«)”• 

令自然数 y 是使得若 res , ，则兀当然可取，比出现在 
夕中的任何标号中的 m 大•在 E 取定的完备序列中必有某一力迫 
条件2，夕<《便得对于某自然数〜有 / U ) = a ,， 其中 s 大于 
这是因为 函数尸 取无穷多个不同的值 •令 使得 a , 不 
出现在^中，令冗是一个置换，它交换彡与 s (即; r (0= S ， r ( S )=^) 并 
且对于“ s 以外的每一自然数 = 如果令穿)，那么 
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— 当然，夕与是相容的，亦即 p = 是一力迫 
条件，这是因为除了含有 L 与 a , 的基本语句外，其余的都是相同 
的，并且?不含有 a ,, 心不含有1•这样，就有 p 力迫/是单值的 
(因为夕 C ?2>， 且 卜 /(办〉。〜，《 2 ||— /(^) — a r > 且5士/，而这 
是不可能的，从而定理得证. 

定理10,43在“ 3 中，连续统是不可良序的.从而我们有：在 
AT a 中 AC 是不成立的， 

证明在第五章我们訧曾经指出，实数集合与 © 的幂集合是 
— 一 •对 应的.因此，我们可以把实数集合就看怍集合分 >( 仿)•由定 
理 10. 42，逆 O ) 的一无穷子集合/不包含可数子集合，这与习 
题 7.5 相矛盾，从而我们获得了欲证结果 • 

定理10,43实现了本章的第三个目标，证明了 ZFf ^ AC •甚至 
从 ZF 也不能推出 AC 的很弱的形式. 

§16脱殊集合 

在§12中，我们是运用力迫方法，引进了一个脱殊集合，建 
立了模型况 u 在§14中，我们引进了 化个脱 殊集合，建立了模型 
在上一节中，我们引进了0个脱殊集合，并运用置换群的方 
法建立了模型 / V 3 _ 可以看出，力迫方法的重要性在于引进脱殊集 
合，由它们出发，运用可构成方法去建立满足欲证性质的 ZF 模型 • 
因此，我们有必要来讨论一下这种脱殊集合的性质* 

关键问题是证明存在脱殊集合•这就是定理由此，利 
用式 （10.24) 就获得了一个脱殊集合•事实上，定理还可使 
我们获得更多的脱殊集合. 

定理 1( K 44 对于任意有穷集合:存在脱殊集合： V ，使得 

xC.y % 

证明设; f 为一有穷集合，不妨假定 .V 洽有《个元素 
“，…，^•令 m 为其中的最大元，并取如下的有序对 

〈仏 ，…， O "， （俗 + 1)上0、， …， in }> 

所表示的力迫条件为和，由如运用定理 iO . 16的过程，获得完备 
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序列 O , ”•，•• ••据这一完备序列，依式 (10.24) 定义 
Suxciy , y 即是定理中所欲求的集合 • 

上述定理中的*也称夕的一个有穷前节，这一定理使我们知道 
存在如此多的脱殊集合.并且也使我们理解到脱殊集合 y 的性质 
是在 M (: y) 中每一语句4的真值已被 y 的有穷节所决定，这就说 
明，脱殊集合与可构成集合是很不相 同的， 

定理 10.45 脱殊集合 y 的每一 ZF 可定义的子集合3都是有 

穷的 • 

证明假定公式4(«)定义集合 A 其中为 一 ZF 公式， 
即4(«>中不出现标号 • 因为 ^ciy， 所以存在一力迫条件 A 且 

夕°的第一元包含在 y 中，使得 

p \\-% CZy , 

由此，对于每 一自然 数付， 若多 则夕 11 一 « 在 
，中，就说明《在: y 的一有穷前节中，或者说《在妒的第一元中.这 
样，对于每一自然数《，若乂<«)成立，则《就在的第一元中， 
由尹 > 的第一元的有穷性，可知仅有有穷个自然数《满足条件也 
亦即说明 x 为一有穷集合 • 

定理10,46每一脱殊集合都是无穷的 • 

证明对于任意给定的脱殊集合 y ， 我们希望去 怔明* 
yXi ^ < i >3. if2€®(^i<^2AA2€y) «也就是说 jy 是无穷的.假定不 
然， y 就有一上界如，这样，就有一力迫条件 A 使得 
夕 11 一 yA\f 生 y) • 

据定理 10, 对于任一力迫条件7，若夕都有： 

^|| 一 V^ £ o{x^<zx^% iy ) - 

然而，由于$的有穷性，我们总可找到一自然数〜使得》不在夕 
屮出现，并且不妨假定 a 为定义: y 的标号 • 这时，我们令 
多 U {«€包)■•显然，《为一•个力迫条件，且夕〔？，？力迫 》 S ： y ， 
这就产生一矛盾，从而我们获得了定理 H 46 的证明 • 

定理 10-47 每一脱殊集合都是不可定义的 • 
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证明设: V为一个脱殊集合，因为: ycy, : y 为无穷集合，据 
定理 10. 45, y 就是 ZF 不可定义的 • 

下 述定理 10.4S — 50是文献〔10〕中给出的* 

定理 10.48 若;是 M 中 o 的一个无穷子集合， ycr® 是一个 
脱殊集合，则有 

O) xOy 仍为一无穷集合 f 

(2) x 4 ：y (即太不包含在 y 中〉， 

(3) 由〜无穷，可获得 y 江心 

(4) x — y 仍为一无穷集合* 

证明先证 （1), 假定不然，有满足定理前提条件的集 t 
: y 使得 fly 为一有穷 集合， 即有一 w 大于 a fly 中一切元 

素，这样在已知的完备序列中有力迫条件九，使得 
沪*|1一“111大于〜03中一*切元\ 

其中且 C, 与完备序列的选择无关.由于3无穷，可选 
择一个适当的自然数 A 使得讲<«.且 n 不在和中出现•令 

{n €a} ♦ 

由力迫性质，有： 

W —“ m 大于〜 fl a 中一 切元' 

由桃<«，上二式相矛盾，从而完成了 （1) 的证明 • 

(2) 可由定理 10. 4 5直接获得. 

(3) 与 （4) 的证明类似于（1),这里从略， 

定理 10*49 若为两个不同的脱殊集合，则有> 

(1) : %且 ，丈 yn 

(2) : y，fl y 2 为一无穷集合； 

( 3 ) 工 力与）■'少 1皆为无 穷集合 • 

证明 先证<1>,假定在已知的完备序列中，有 
一力迫条件 h 使得 

夕*||一 >， 

其中 a 与V为分别定义：^与：^的标号 • 由于％的有穷性，我们可以 
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取作使得 n 不在 A 中出现，并且令 

夕=九 U {« 6 a，Hn € a ’} • 

显然， pk ^ p 9 ^1! — GGa / ) 以及夕 11 一 p \\ — 
飞心 '， 这就获得矛盾，从而有: yi 忒力•类似地可以获得 y 2 <fyt 
以及 （2 >,( 3) 两种情况. 

当我们按图 5.2 所指出的丰满的0层的二技树方法把集合 

逆(0)与单位区间〔0，1〕建立-对应时，任一集合 A ， A ? C ：6> 都 

唯一地对应于 〔0,1〕 中一实数％反之亦然，其中 y 为二进制表 
示，也就是说，有： 

y = 0«&iUn …, 

其中〜 =0或\=1，对任意令 〆 = … W …，若有一 

i € ❾， 使得沁= 6;(当 y <〖 时〉， 且心 <5:- (即 fc =0, d ; = l ), 就 
称： y 小于 〆 ，并记做 y < : 

当 y 为一脱殊集合所对应的实数时，就称 J 为一脱 殊实数 • 
定理 10.50 区间 〔0,1〕 中的脱殊数是稠密的 • 

证明 我们要证明：若 yt , > 为二脱殊数，且力 < y 2 ， 则有 
脱殊数 >， 使得;•由于力<>，总有一自然数〜使 
得 .《为 G ，& i … L ， 其中匕 = 0或&，= 1(多•<«>，且由: v 做 
一有穷空集合〜对于这 一〜运 用定理10.44，存在一脱殊集合: y ， 
汇 y ， 把集合 y 转换为数 p ， 显然有： yi < w <3^ 

脱殊集合的性质说明：对于不可数多个自然数的集合来说， 
一可数语言留下了大量的不确定的东西，在一定意义下，我们可 
以说，脱殊集合是 zf 语言所无法描述的那些对象 • 

习題 

10.1 试证明定理10,25, 

10_2试证明：对于每一序数 a < h ， 都有一标号〜使得 d 
是独立于已知的完备序列的 • 

10.3 对于§ 13给出的标号空间和力迫板念，建立相应于 
§11 一 12 的; 5 迫关系的性质，特别是证明完备序列的存在性和;) 



迫美系的绝訏性定 k . 

10*4 假定力与: y 2 泠任意的不同的脱殊集合，试解答下述问 
题 t 

<1) 5山5 2 是否为酕殊集合？ 

(2) S in S 2 是否为脱殊集合？ 

(3) S t iS 2 是否为脱殊集合？ 

并给出证明， 

10_5 运用乃边方法证明第七幸§ 8 中列举的那些带有 
的命题， 
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第 +~ 章类公理与聚合公理 


在前五章中，我们曾讨论了集合和类的有关性质，第六章给 
出了集合的形式处理，建立了集合的形式语言和形式公理系统， 
回避了类的 概念. 本章我们首先给出类的形式化处理，陈述冯 • 
诺意曼-贝尔奈斯-哥德尔公理系统 NBG ， 文献中也常把这一系统 
记做 GB 系统，其次，我们陈述类的非直谓系统 MQ ， 并且陈述勒 
维给出的关于超类的系统 ST , 与 STp 最后，琚〔10〕，我们陈述关于 
聚合的公理系统 ACG . 类与超类都是聚合，它是当代数学的一个 
重要领域——范畴论的基本对象 • 我们把它作为二型集合，从而 
我们引进了二型序数与二型基数的概念，并给出它们的一些基本 
性质 • 


§1类的形式语亩 


重申第一章的说明，每一集合都是一类，不是集合的类叫做 
真类. 我们用小写英文字母表示集合和集合变元，大写英文字母 
表示类和类变元* 6表示集合与集合、类与集合、集合与类、类 
与类之间的元素关系或类属关系•等号=作为逻辑常项符号，逻 
辑词 n ， 八， V ， — ， —一 ，3， V 以及技术性符号（， 和〉 ，均 
与第六章的说明相同•这样，我们有初级公式：尤£7， 
Y 6%， xev , x = x = 等等*初级公式都是公 

式，任意公式山飞1也还是一公式，任意公式山万，我们有 (々 VS ), 
( AVB )， ( i 4-^) 和 （/ I — >万）都是公式，对于一公式 J 来说， 
一变元%在其中是自由出现、约束出现或不出现的概念与 ZF 形式 
语言是类似的 •对于 j 来说，一类变元在其中的自由出现、约束出 
现或不出现也可以类似地给出定义 • 

定义 I ' M 若公式4中无类变元出现，则公式3叫做纯集合 
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公式 （简 称纯公式）； 若公式^中无类变 童的约 束出现（也称无类 
量词出现），则公式4叫做对 类变元而言是直谓的 （这时允许有类 
变元的自由出现) * 

上述形式语言的原始概念有三个：集合•类与属于关系6* 
由此，集合与集合，集合与类，类与类之间有些仆么联系呢？这 
些都是由公理系统所刻划的.读者将会看到在下述公理系统中， 
我们能够定义一些特殊的集合，特殊的类，对于这些集合与类来 
说，我们也允许它们作为已定义了的对象在公式中出现，这种扩 
充了的形式语言，我们也称之为半形式化语言 • 

H NBG 公理系统 

这一系统起源于冯•诺意曼，经过贝尔奈斯的研究，哥德尔 
在他的专著中逬行了简化_众所周知,集合论悖论总是与真类相关 
联的，蔡梅罗是从集合出发，用回避真类的方法，建立了集合论 
公理系统 ZF ， 在第六章中，我们已经指出，那是一个无穷的公理 
系统•然而，冯•诺意曼认为集合论悖论不在于处理真类，而在于 
把真类作为某些集合或类的元素，因此，在他的系统中不仅处理 
集合，而且还要处理类，并且把类作为工具，使系统 NBG 为一个 
有穷的公理系我们按哥德尔的陈述，在上节陈述的形式语言 
中，増加分别表示集合与类的两个一目谓词符号/与并且 
把公理分为四组* 

A 组公理 

2 . vx 彐 y (义 

3 * y x^Y(y 

4* x\f uUi ^ — — 

公理 A 1 是说，每一集合都是一类，公理 A 2 是说，任何的类 
X ，当存在一类 y ， 使得 x 为 y 的一元素时， X 就是一集合•换句 
话说，类的元素都是集合， A 3 是类的外延公理，因为每一集合 
都是一类，这样也就有了集合的外延公理•公理 A 4 是集合的无序 
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对公理，它与 ZF 系统的相应公理相同，从而我们就 有了有 序对、 
卡氏积、关系与函数的概念了，这里不一一 重复， 

B 组公理 

对于任意的公式4(心，…， B (价，‘•.，％)，为简便起见， 
我们把公式 Vw V %( 4 (负，... f x n ) — B (灼•… f 知〉）记做, 
A ( x \ ，… $ x n )^ —，… ，: 》«)• 

1- ^ XVx \ fy « x , y > eX^*xG y ). 

3* 一;^ €办 

Am VX 3 Y { x^Y ^-- ^ t ^ y ( ^ X ))* 

5* V X3Y(<^x 9 yy ^ x ,yX ^. X )* 

6. VX 彐 扒<〜3；>€7—，_,<夕，尤>€叉). 

上述公理是说，存在一个类，它的元素恰好为满足 
的有序对 <%， y >, 也就是类属关系，人们常把这一类记作五，即 

£^{<^,^ y > y ). 

公理 B 2 是说，对于任意的类 X ， Y 來说，它们的交还是一类. 
公理 B 3 是说，任一类（包括集合）的补还是一类•: B 4 是说，任一 
类关系的定义域还是一类•我们知道，空集合是一类，由公理 B 3, 
我们可以获得 V 也是一类，它是0的补类 •这 样， B 5 是说，对于 
任一类 V 还是一类 . B 6 是说，一类关系的逆还是一类•类似 
地，读者不难给出 B 7 与 B 8 的说明 • 

C 组公理 

1. 彐％〔0 €太/\ Vy 五^彐%\/以 ( u € z ^ 一" yVu ^ y ))* 

2. V 戈彐 y V 艺（之 € 夕** —-► z <—— 

3. v 冗彐: yV 名 （之 € ►彐 以€ 1(之€ “））• 

4. 彐 I ： y << x ， ：彐： y （之 G ： y ***~^ 

公理 Cl 为无穷公理， C 2 为幂集合公理， C 3 为并集合公理, C 4 
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为替换公理，与 ZF 系统不同的是这里 X 是任意岛类，并且仅仅是 
一条公理，而 ZF 系统中，替换公理为一模式，是无穷条公理 • 

D 组公理 

这是关于类的正则公理. 

E 组公理 

3X( \/x3l ； y(<x ，： V 〉 !\\} x{x ^0-* r 3y^ ： x(<,x 9 y'> 

ex))). 

上述 A 至 E 五组公理一起 i 己做 NBG 或 GB (在上下文不致引起 
误解时，我们也把公理 A — D 记为 GB > •亦即 Von Neumann - Ber - 
uays - GSdel 或 Godel - Bernays 的缩写•上述系统在形式上与哥德 
尔 〔46〕 略有不同， 

上述公理 E 称为整体选择公理，它比我们在第六章中陈述的 
选择公理要强一些•当我们把上述公理 A — D 记为2时，并仍然把 
第六章中的选择公理 i 己为 AC ， 则有 t 

2+£： hAC . (1 UU 

公理 E 是说，存在一个类，对于每一不空集合来说，都可以 
从中选择一个元素 • 

不难看出， GB 是 ZF 的一个扩充•我们将荽指出 G & 只是 ZF 的 
—个保守的扩充•为此，我们定义:如枭理论 乃是 的一个扩充， 
且对于: n 中命题為若:?\卜山则1\卜4,就称: n 是 3' 的一个保 

守扩充 • 


§3 GB 系统中类的 概括® 则 

定理11,1对于任意的纯公式火 都有 t 
3X(<.xi 9 ^* ，: O G ，_•，％))• (11.2) 

证明施归纳于公式 Z 的构造•首先，当公式为心£心时，由 
公理 B 1， 类 E 满足定理中所要求的类，即此时式 (11.2) 成立. 
其次，假定公式4 为一 ^(义，…，知)，由归纳假设，对公式万而言， 
定理成立，即有类 X :使错 
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<阶 ， … ，尤 Xi ,■”，％) ， 

再对 Xr 使用 B3, 即可求得满足于公式 Z 的类.第三，假定公式 
A(Xt 9 ^ 9 Xn) 为 SlO^， …， 知）八 S 2 (W •，方 rt >， 由归纳假定对于 
公式月 1 与历定理 成立. 这时运用公式石 2 即可获得欲证结果.第四， 
假定公式4为 3yB(x，；y) (或4<负，…，匁 *) 为 3y 出 a ，•••，％, 
y)), 并且由归纳假设，对于公式万定理成立，这时运用公理 B 4 
即可获得欲证结果 ♦ Z 的其它情况由逻辑定理即获得* 

当我们对欲求的类X还要求有特定的元素 （《 元有序对的特 
别次序）时，运用公理 B5 — B8 就可完成欲求的技术细节 • 

综上，我们已获得定理的证明. 

作为上述定理的特殊情况，我们有下述定理， 

定理 11.2 对于任意的纯公式 4G)， 我 们有： 

彐义（方 € 义一 

定理 1U3 对于任意的直谓公式 Z&)， 我们有 * 

3X(.^ X * ― ) • 

证明由公理 Bl—B4， 施归纳于公式 4U) 的复杂性即可获 
欲证结果* 

一般地，我们有 

定理11 _4对于任意的直谓公式出 W •，〜 ，心，…•〜），我 
们有 •. 

定理 U.1 — 11*4, 称为对类的概括原则，由概括原则我们从 
A，C， 5：组公理可以获得 B 组公理 • 这就说明了 GB 系统的有穷性 
主要是 B 组公理，这八条公理代替了概括原则这无穷条的结果. 

§4 NBG 的协调性 

我们把 ZF 形式语言与本章所陈述的形式语言作比较时，就 
会发现后者要丰富得多. ZF 的每一公式都是本章中的公式，反 
之不然，凡是含有类变元的公式都不是 zf 公式 • 比如 xev， 
OndV, 等公式都不是 ZF 公式•但是就有关集合的命题 
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来说， ZF 与的推演能力是相同的、为此，我们给出下述定理 • 
定理 11*5 对于任意的 ZF 命题 A ， 我们有， 

Z ¥\- A 当且仪当 GB 卜 

证明首先，假定 ZF 卜,4•我们逐一考察 ZF 公理，除摔换公 
理外，其它公理都是 GB 的公理 • 而在使用蒈换公理时，对于任 
意的 ZF 公式 4U，y)， 由概括原则 * 有一类X满足下式 

< ： v 9 y>€X<—> x%y A (a ：, y). 

对于这一类X ，使用公理 C 4, 即可获得欲求的结果 ♦ 从而有 

GB — 丄 

其次，我们假定 GBI -卓如果 ZFFtM ， 则有 ZF 的一可数模型 
使得 A 在中不成立， 

令…，枚举了 zf 的所有公式，同时，对于任意 
给定集合％，…， yH 令集合 

，…, jn ) == {x I .v G (文 s % …，: y)} • 

现在令是与所有上述定义的集合 〜的并 ，并且规定， 
对于某一集合 .ve,，， 苦有 

\/ ziz^z s n 《 ~~ >z^ ： x)) 

成立时，则令〜与〜做为同一 对象， 这时，显然•//为 GB 的一个 
模型，的元素为类，并且其中•义的元素都为集合，这样， 
因为 GBh /，且 •，’ 1=GB , 故^^ \=^ A . 由于中的集合都 
是..，中的集合，没布仟何新的集合，因此，也有 j •这与 
Z 在1，中不成立相矛盾 • 从而完成了定理的证明* 

定理 11-5 说明 GB 是 ZF 的一个保守的扩充 • 

定理 1U6 ZF 与 GB 的协调性等价•亦即，我们有 
Consis(ZF) ^^Consis(GB) ♦ 

证明酋先，若 Consis(ZF)， 则 Consis(GB) •因为若不然， 
则在 GB 的语言中有公式^1，使得： GBhA /\~\ A . 由此，存在纯集 
合语句（即 ZF 语句）： B， 使得 GBh 丑八_!仏然而，由定理化5， 
就冇 ZFhjy 八刃民这与 Consis(ZF) 相矛盾：从而有欲证结果成 
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其次，当 Consis ( GB )， 即仟意类语言中的语句4都不能有 
GBh 犬八一从而对任意纯集合语句 J 也不能有 GB 卜4八故 
也不能有 ZF 卜4 八] 丄也就是说， ZF 是协调的，即 Consi S ( ZF )_ 

§5 QM 公 理系统 

我们已经指出， GB 系统中的 B 组公理与概括原则（即定理 
11.1) 是等价的.当我们把 A 组公理 ， C 一 E 组公理并附加上定理 
11.1 记做公理系统 GB # 时，显然二者是等价的，它们关于集合与 
类的定理都是相同的 • 所不同的仅仅是 GB 为有穷条公理，而 GB * 
为无穷多条公理，现在，我们建立一个新的公理系统，并记做 
QM , 在它的语言中， A 组公理、 C—K 组公理与 GB 相同， B 组公 
理换成如下的公理 

对于类语言的任一公式(它可以是非直谓的），我 

们有《 

公理 B / 是说，对于任意的条件（即公式） A ( x ) f 当 4 U ) 
中可以含有有穷个类的存在量词和全称量词时，都有一类 X ，它 
的元素恰好是满足条件3以）的那些元素 • 在 GB 中，当人们使用 
条件定义某一类时，总需要检査4(%)是否为直谓公式， 

即检查其中是否含有类量词，而在 QM 中就无需作这种考虑了•不 
管怎样，当 ZU ) 给定时，总是一个确定的类 • 

注记 111 QM 是由无穷条公理组成的系统，显然， GB 的任 
一定理都是 QM 的定理 • QM 与 GB * 不同， QM 是不可有穷公理化 
的，如同 GB 是 GB * 的有穷公理系统那样_或者说，在不引进新的 
变元的情 ffi 下，是不可有穷公理化的 • 这仅需证明 t QM 的任 
意有穷子系统的协调性在 QM 中都是可证明的. 

注记 1 U 2 在 QM 中可以证明 GB 的协调性，这祥， QM 就不 
是 ZF 的一个保守扩充了 • 这仅需在中给出集合变元的公式的 
可满足性的定义. 

法记11,2说明，存在着无穷多条仅仅关系到集合的命题， 



在 ZF 是不能够被证明的，而在 QM 中是可证的命题，也就是说， 

有无穷多个关于集合的命题是 QM 的定理，而不是 ZF 的定理 • 

当我们把一条蕴涵存在无穷多不可达基数的强无穷公理附加 
于 ZF 之后所获得的公理系统记做 ZM 时，不难证明 QM 中的所有 
关于集合的定理都是 ZNI 的定理 • 由此，如果 ZM 是协调的话，则 
QM 也是协调的 * 

注记 11.3 公理 F 是蒯因 ( Quine , W . V .) 在1940的书指 
出的，把它与 GB 系统相合并而形成新的系统起源于莫尔斯 
( Morse ， A , P .) 1965年的专著《集合论》，所以人们把这一系统 
记为 Quine - Morse 系统，缩写为 QM ， 另外凱莱 （ Kelley ， J •: L *) 
1955年的专著《—般拓扑》的附录中作为分类公理模式陈述了公 
理因此，文献中也把 QMS 做 

§6起类及其公理系统 

在 GB 中仅谈及直谓类，而 QM 申还淡及非直谓的.然而，两 
者的元素都只能是集合，真类不能作为元素*这是 A 2 的含义•哥 
德尔的专著中还规定： 当工或 Y 为真类时，规定彳为空集合 
0.但是，事实上空集合0没有任何元素，当然不可能有某一真 
类作元素，因此，上述规定是不合理、不自然的. 

在范畴论的论城中，不仅有集合与真类，而且也可以有以真 
类作为元素的对象 • 这些对象被勒维 ae V y ， AO f423 称为超类 
(hyperclass). 勒维建立了两个公理系统，第一系统我们不妨记 
做 ST \， 它的公理系统是把下述公理 （ a ) 与 （ b ) 附加于 QM 而获 
得的： 

( a ) —超类的每一元素都是一类（或集合） • 

( b ) 对于类的每一条件 <4( X ) 都存在一超类，它恰由满足 
条件的类 X 所组成 • 

显然，按照系统 SI \， { V }, {OnK { V ， On } 等等都是超类， 
然而（彳 V }}就不是超类了，因为超类的元素都只能是类（包括 
集合） * 


- 324 • 



勒维还绐出了刻划集合、类与超类的公理系统 ST 2 : 它的变元 
只有类变元，原始谓词是类属关系 e ， 表示集合资格的一目谓词 
符号 w •公式表示％是一集合，用英文小写字母表示集合和 
集合变元，这是由定义引进的而不是原始的概念 . st z & 公理是 t 
( a ) 集合资格公理：一集合的每一元素都是一集合, 

Cb ) 在 QM 的公理中的所有公理中删去公理 Al ， A 2 并把替 
换公理修改为：“如果 F 是一类函数， s 是一集合，且对于 s 中任一 
元^ ,当％同时在 F 的定义域中时，就有 FU ) 是一集合，那么 
存在一集合 y ， 使得尸 

( O 将 ZF 公理中的集合变元替换为类变元而得到的公理 • 
由公理 （ b )， ST 2 为无穷多条公理的系统，它含有非直谓的 
槪栝原则作为公埋•这一公理说明 ST , 是比 GB 更强的公理系统•公 
理 （ O 当然也说明 ST 2 * 无穷多公理的系统，并且对于任一类 X 
而言， 抓 X 、 仍然是一类， .^( X ) 的元素为夂的子类（包括 X 
本身在 内〉， 即真类可以作为元素，超类也可以作为元素了•例 
如，所有集合所组成的类 V 是一真类，淡( V )由 K 的所有子类 
(包括 V 本身在内 >所组成，乃至逆(多 ( K >) 等等 ♦ 这是一个有两 
个层次的集合论，在下层处理集合，在上层处理类 • 令 ZF + “存 
在一不可达基数”为公理系统 ZF ' 勒维 指出： ST 2 的自然模型能 
够借助于 ZF * 给出 来:令 溪 ( a )= LH 淡(现(/?>)#<“}，这时 
把琢 U ) 中元理解为“集合”，其中 X 为一固定的不可达基数，而 
把“类”理解为任意的集合，这样，假定 ZF # 协调，就有 ST 2 协调 
了 •而且关于集合的每一语句若 ^ fcST 2 中可证明，则4在 ZM 
中是可证的 • 


§7聚合公理系统 ACG 

公理系统 ACG 的形式语言中有四种变元，即集合变元（以英 
文小写宇母或加下标表示集合或集合变元），类变元（以英文大 
写字母或加下标表示类或类变元），聚合变元（即二塑集合变元， 
以英文大写草体字母 f 或加下标表示聚合或聚合变元）.聚合的 



类（亦称二型类，以英文大写草体宇母承或加下标表示之)，以 
及二目谓词€•聚合公理系统 ACG(Axiom of Conglomarates) 
的公理是 GB 加上下述关于聚合及聚合类的五组公理.显然，这是 
一有穷公理系统* 

A 组公理 

1. V^Scl(^). 

其中 Sd 为表示二型类的一目谓词，该公理表示每一聚合都 
是一聚合类（即二型类)， 

其中 Cog 为表示聚合的一目谓词，该公理表示二型类的每一 
元都是一聚合 ♦ 

— ^ 2 ). 

该公理为二型类的外延公理， 

4* V XCog ( A ：). 

该公理表示每一类都是一聚合*当然，每一集合也是一聚合 

了. 

B 组公理 

1. 彐少（<•% £>• 

2 . 少 23 淡 3 (沒" e 八 
决乂 队）. 

4 * V 沙 I 彐命 2(. 淨乂沙 2— ^ 貪3 没 ^(<#1 ，#>£%!))• 

7 , V ^ i 3 ^ 2 (<^ i ,^ 2 , 1 5 r 3 >€^ 2^^^ l ^ 2 ^ 8 

d，‘^r 3 ”y】> e 少 !). 
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C 组公理 

1* V ，彐 t >. 

2. V ^3^ i (^ 2 G ^ 

(^ 2 e^r 3 )>. 

3. V^(V^3l.^* 1 (<^, 4 -5r,>€^)-^V^3.^i 

V^w 2 6 少 ,4-^ 彐 ^、 € ■#(< , 义 3 ， zro6 沙 )))• 

D 组公理 

v^(^#0^3.$r 6^(.^n^=0)* 

E 组公理 

3^(V^i3i.^ i (<^i,^ 2 >€^)AV.^r<^^0 

e •# (<.^w,> 6 淨 > >)• 

这就完成了对公理系统 ACG 的描述•对于 ACG 来说，我们有 
下述定理* 

定理 iw ACGh v^( n^e 
定理 1"U8 ACGh V^Ti v.^ 2 ( H(^Ti e 

定理 iu ACGhv^ i v^v^3(n(^ie.^*2 

f \ hm\mru 

定义 i%i 聚合的一个 e 降链，是指 

3 T , y ，没〜，沒〜 + l ,"_ 

满足下述性质： 

…，沒 r'fl+i 6 *^〜，…，2 ^ /^r 1 • 

定理 11.10 在 ACG 的前提下，不存在聚合的降链 • 

定理 11.11 在 ACG 之下，对于聚合的分离公理 

N 分 r ' i 改彐淺 0 T 人淺泛 K \ 

身 " 2 e ^ o 成立. 

定理 1 K 7—1 U 10 的证明主要使用公理 D . 而定理 U .11 的证 
明 主要使 用公理 C 3 和一阶逻辑的性质，从略 • 
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§8 二型序败 

定义11 *2 聚合如果满足条件 
< 1 ) MnarNum 气 
.^ 2 G ^ i )| 

( 2 ) 

则我们就称 sr 为二型序載（亦称序量） • 

由定义 1 U 2 及序数的性质，并运用公理 A 4, 我们有 t 
定理 1 U 12 每一序数都是二型序数. 

由 On 是一聚合并满足定义 lld ( l >— <2)，我 们冇： 

定理 11. 13 On 是一个二型序数* 

为书写方便，今后我们把二型序数 On 记做•它是第一个即 
最小的非集合的序数 • 

定义 11 a + -Qij{Q}-OnU {On}. 

由公理 C2, C4, V 是一个聚合，不难验证 iT 也满足定义 ll, 2 
(1) 一（2>，所以，我们有 

定理11 .14 f 是一个二型序数. 

公 + 是我们获得的第一个非类的二型序数， 

定义11*4我们令 

对于任意的自然数《，，假定已有 a +〜我们令 
^ + + — (fl+w) + =(^+«-)U { £? + «}» 

q + 6)= U {^2 n \ n ^ zd >\. 

对于任意序数《，当我们已知时，令 
q -] a + T = ( i 2+ ft)U 

当 k 为任怠极限序数时，令 

£2 + X.= U (卩十 《)• 

^<： J. 

今居，我们把第二章中定义的序数叫一型序数，在不引起误 
解时，把一型序数和二型序数统称为序数•这样，由定义 1 U 4 * 我 
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们不难获得下述定理 * 

定理对于任意序数心是二型序数•并且当 a 為1 
时，幻 +a 是非类的二型 序数. 

定义 1 U 5 

定理 11.1 S 公+幻是一个二型序数，并觅它是大于幻+« (对 
于一切 CfGn ) 的最小二型序数. 

证明首先利用公理 C 3 町知 D +2是一个聚合，并可直接验 
证它满足定义 11_2(1) — <2), 所以它是一个二型序数， 

对于任一 /8 CG ， 显然有 

Q^^ea +/3 + 1, 

所以， 

+ 泠£ U {卩 -1 ■咖€讲， 

即 C + 泠 + 

再证最小性，亦即若冇二型序数使对于一切都有 
Q + a € A , 则 Q + •因为根据定义 U ,2 〈2)，对任一 

有厶，所以，我们有 

m .^reQ^- 卩 -w e a ) 9 

亦即 Q - bQdA . 

令 Q ^ 2 = C1 ^ Q 9 按上述方法，我们可以给出二型序数 
1^4,…，公•》，•，•，〜泛， …， 以至公 d， 并且令公 2 =公•幻，我们 
可获得二型序数…， M 等等， 

§9二型序数的性质 

定理11门7二型序数4是一型序数当 R . 仅当存在一集合％使 
得 4 C ： S * 

定理11 .13 若是序数的-个聚合， 则# 的任意二个元素 
都具有三歧性 * 

证明 只需 证明％ 的任意二个元素丄与都使得 

厶 € A 2 VAi^A2VA2 tA, (11.3) 
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成立，至于三者的唯一性仅需利用公理 D 即可获得， 

设式 (1 1 • 3 ) 不成立•亦即4且 A 丈山•令么 D Aly 
故 A 也是一个聚合•我们来证明 A 仍是一序数，这仅需证明满足 
定义 1 U 2<1) — (2). 

先证 （1) •对于任意有 

故有 

來， dW_f rW # 2 €，分、 

成立.再证<2)，对于任意沒、，若 

故有旦•劣、所以•分％€4 1 ，又因厶， 
因此，沒山•因此♦我们获得 a 为一序数•当然，4 卜厶 u ^ 3 > 
也是一序数，并 a 我们有 

首先因为 AC + A 且山 c + A 2 , 因为否则 4 3 ;4 i (这时就 
有厶 CA ， 这与式 (11-3) 相矛盾），或者&(这时有 Ad 
A s , 也与式 （113) 相矛盾 ）• 


其次， 



所以， 

ztcr 厶且 Ajc ： zi 3 _ 


因此， 

^： c ：4 i C ： a 2 . 

(11-4) 


而式 C 11-4) 与心的定义厶 da 2 相矛盾•换句话说，这一矛 
盾是由于我们假定式（11. 3 > 不成立所引起的♦所以式 （ U _3) 成 

Sl , 

定理 ii . 19 若少为由序数组成的二型类，且&不空， sr 有 
一最小的序数 A , 使得 

证明 因为少不空，故有一序数 A , 使得令# = 
{ AAAteA + /\^ e ^\ 9 显然且为一聚合.由公理 
d , 必有一序数使得 a e ^ r 且厶 n 庚’二0 •这里 ，序数厶就 
是我们欲求的最小元 • 

由定理]】 •18—11.19, 可知序数的任一聚合 f 都是关于€ 
的一自然良序，这样，我们就有关于二型序数的超穷归纳法，这 



里 众略, 


§10 二型基数 

走义 IhS 二型序数4,如果满_ 

^ V / t (厶是序量且 Z <2)，就称△为二型基数 • 
其中是指存在聚合内射函数多^满足， 

Lt 

并且不存在聚合内射函数沒使得 
^ 2t A^A\* 

由定义 lid 可知： 

定理 11.20 每一基数都是一个二塑基数.特别地，任一自然 
数《是二型基数， © 是二型基数，叫，叫等等以及2〃•都是二型基 

数. 

今后，为简便起见，常把基数、二型基数统称为基数 • 有时 
也把第三章中引进的基数称为_型基数，二型基数亦称之为基 

量. 

定理 11.21 是二型基数 • = 

证明对于任一必有一基数％使得&•由于 
k <2% 且 2*<=0，所以 ffd 
是第一个非集合的基数* 

定理11_22 2〜<1 
定义 11.7 令仏为 山且。 

——— * 

定理11,23 12!为一基数并 

证明首先证明仏为一聚合，为此，令 

^'(仍={^'1^是0上的自反良序关系“ 

因为0上的任一关系都有 

所以，有 


F(0)C.^<flXD) f 



因此是一 聚合. myoF ( a ) 与 a 之向有政射函数，故仏是 
一聚合.不难验证 a 满足定义 1U_2(2 — (2) •故告也！一序数•又 
因任一序数 A ， 荇岛，部右•而不能$,<5,否娲就有 
仏 e 仏•所以 a 也是一基数 • 

定义 1 U 8 

S 3 

(h = {△|3为序数且4<£3 1 }» 

—般地，对于住意的序数0，由£0已知我们可定义 

+ 1 — {4 | 4为序数且 d } • 

当0为极限序数时，我们令 

^9 — 0 Qa 
AG0 

不难证明，对于任意序数00都是一基数，亦称开始序 

数^ 

乎行于集合论中的基数理论，我们可以建立相应的二型基数 
的理论 • 


§ 11三项注记 

聚合的槪念是深刻的广泛的，它是集合与类概念的自然推 
广，聚合也可以作为整体成为已完成的对象，由此组成二型类等 
等，下述注记是为了对这一概念作些补充说明_ 

注记 11 _4在范畴论中已广泛地运用了聚合 （ Conglomer - 
ate ) 这一概念 £49 、即使在集合论范 M 内，有些槪念也暗含着聚 
合的概念，比如集合的势或基数的概念在康托尔的定义中是含混 
的•康托尔认为 * “一集合 S 的势或基数是运用人们的积极思考能 
力，不考虑集合^中各个元素的性质和它们的次序而抽象出的一 
般概念•”这里所说的“一般概念” 是什么 呢？他没冇作出回答•我 
们 再看豪 斯道夫 （ Hausdodf ) 在《集论》（科学出版社，1966 

年）中的定义1 

“……对等的集合具有相同的竽譽或孕^就是说，对于每一集 
合土我们令一物《与之对应，使彳 iji 对‘的集合而且只有这样 





的集合对应于同一个物； 
a 從 b 当且仅当 

这种新的物就叫做基数或势；我们说，4具有势〜 a 是 Z 的 
势， S 至也说4打汉个元 “ •… . 这种形式上的定义，说明了基数应 
是什么 • 没有说出到眹是什么，”其中记号〜万"亦即定义中 
的豪斯道夫认为没冇说出势到底是什么.也就是说明 
没有真正抓住势这一概念 • 当承认选择公理时，并按照冯*诺意曼 
的作法，把序数取作传递的由€良序的集合，把集合4的势取作 
与4一一对应的哪个开始序数.这样，在 AC 之下，契的概念就是 
清楚的了.所谓这一概念是清楚的，是指要保证每一基数都是人 
们可以抓住的对象，这从通常的集合论角度看，就是要保证每一 
基数都是一集合•斯科特 （ Scott ,!)•> 指出，在没有选择公理时， 
能够运用正则公理刻划集合的势这一概念•对于任一集 合心令 

X=^{y\y 八 “ jy 与欠是 一一对应的 7 ^ 

且 V “ 2与 X 是-对应的 ” —rnky < rnkz )}. 

不难看出，在正则公理成立时，5是一集合.也就是说，此 
时，集合的势这一概念是清楚的了*随后勒维证明了，在既无 
AC ， 又无正则公理时，势这一概念是不可精确定义的*亦即，此 
时就不能保证它是一集合了 * 人们不能用集合刻划集合的势，在 
通常集合论中，势这一概念就是不可定义的，然而，在引入聚合 
概念以后，我们可以用真类来刻划集合的势的概念 3 (见注记 
5*3). 在讨论势的性质（如势的三歧性）时，这就涉及到以真类 
为元素的聚合了.所以关于集合的势组成一聚合，不妨记做.％%• 
关于势的偏序就是断定 ATc 的偏序 • 当我们把聚合作为能够抓住 
的对象时，在没有选择公理，也没有正则公理的怡况下，集合的 
势仍然是可以定义的了. 

注记11_5定理 5.1 指出关系 Ep 对 V 划分等价类，由于每一 
等价类都是一真类，因此，在等价类中釆样时，已经处理真类 
了，这已暗含地用到聚合或超类的概念了.虽然，通常人们并不 
明自地讲出这一点 ♦ 在集合论教材中，人们常常看到这样的定 
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义：按等势的等价关系将集合//@，一切与集合 A 等势的集合 
归$—类，这个类的特征以记号2表示，称为/!的基数或势•”其 
中 f 为真类，势的比较都是在处理真类 • 只是用某些含糊性的词 
句隐藏了超类或聚合这样的概念. 

注记 1 U 6 康托尔关于集合的定义对于聚合來讲也是适用 
的•我们把真类作为已完成了的整体，它们是确定的和相异之物， 
对它们作搜集就荻得了非类的聚合，同样，聚合也可以作为已完 
成了的整体，它们也是确定的和相异的，对它们作搜集就获得新 
的聚合.我们认为，悖论不仅不在于处理特大的对象一■真类， 
而且也不在于把真类作为元素，而是由于馄淆了对象形成过程中 
的层次，并且层次的概念是应当按照型进行区分的.我们在《集 
合论公理系统的分层》中按照这一思想把聚合、二型类再次作了 
推广， 处理了更大的对象， 建立了公理系 统的层 次. 

习 H 

11.1 试证明 I QM 是不可有穷公理化的 • 

11 . 2 仿第八章 §6， 建立 GB 元数学概念的形 式化， 并证 
明： QM 卜 Consis ( GB ). 

11.3 试证明：在既无 AC ， 又无正則公理时，柒合的势这一 
概念是不可定义的，亦即不可以定义为集合， 
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符号说明表 


e 

集合的元素关系符号 

JT + 

集合*的后继运算 

年 

元素关系的否定符号 

< 

小于关系 

< ) 

集合元素的收集符号 

[■f 

真包含关系符号 

1 

定义集合的分割符号 

R* 

关系开的 © 内复合 

V 

全称童词 

祆 

无穷基数符号 

今令 

双蕴涵符号 

n 

识斯基数符号 

♦ 

空集合符号 

C ) 

表示闭区间的符号 

刁 

逻辑否定词 

( : 

表示左开右闭的区间符 

<, ) 

有序对集合表示符号 


号 

CZ 

集合的包含符号 

C ) 

表示左闭右幵的区间符 

味 

包含关系的杏定符号 


号 

U 

集合的广义并运算 

() 

表示开区间的符号 

3 

存在量词 

4 

超幕运算符号 

U 

集合的简单弁运算 

T 

基数和的运箅符号 

n 

集合的简单交运箅 

TT 

基数积与集合超积运算 

n 

集合的广义交运箅 

卜 

推演关系符号 

A 

逻辑合取诃 

h = 

可满足关系符号 

■ 

集合的相对补运算 


推演关系的否定符号 


逻辑 蕴涵词 

〔VO 

全称消去规则符号_ 

X 

集合的笛氏积运算 

C 彐-〕 

存在消去规则符号 

看 

关系的复合运算 

外 

蕴涵词的否定符号 

R- 1 

\ 

o 

关系的逆运算 
关系的限制运算 
关系的象运算 

Zi 

以彐开头的第 < 层公式 

集合 

3! 

存在且唯一量词 


标志第0层公式的符号 

衿 

不等符号 

w . 

有序对集合 ^ 的第一元 

V 

逻辑析取词 

l>〕2 

有序对集合 | 的第二元 


c 相对全域/的补运算 

IT/ 

以 V 开头的第*层公式 


小于等于关系 


集合 
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Ai 表示 LfiTn ih 力迫关系符号 

n 公式的给定集合 ii ^ 力迫关系的否定符号 

类、集合、概念、关系、函数的缩写符号 


n 表示所有自然数组成的集 


T 

合 

表示罗素类 

P 

幂集合的运箅符号 

V 

所有集合组成的真类 

dom 

关系的定义域 

ran 

关系的值域 

fid 

关系的域 

J 或加下标一集合上的恒等函数 

On 

所有序数组成的真类 

Jim 

表示极限序數的符号 

Succ 

表示后继序数的符号 

Fli 

表示最小无穷序数定义符 

Sup 

号 

表示序數集合的上确界 

Sec 

表示序数的一 0前节 

o v 

7?良序的前节 

Tso 

同构符号 

a 

表示序数《的基教 

Smo 

表示序數的严格单调递增 

尺 I 

函数 

表示 第一类序数 

夂 n 

(后继序数)类 
表示第二类序数 

oof 

(极限序数）类 
序数的共尾关系 

cf 

序数的共尾恃征符号 

C#r 

所有无穷基数组成的类 

Ca 

所有基数组成的类 

Seg 

表示序数截段的符号 


“ 与一序数同构的良序集合 

类 

rnk 集合的秩函 数符号 

Fun 表示函数性质的符号 

sg 符号函数 

a ? 反符号函数 

Fon ( x t y ) * 是在: V 上有定义的函数 
Fun (^) : r 是一函数 
H 关系与函數的一集合 

K P 等势关系符号 

Po 集合势的采样类 

R 所有实数组成的集合 

GCH 广义连续统假设 

CH 连续统假 a 

ZF 蔡梅罗-弗兰克尔公理系 

统 

ZFC ZF 加上选抨公理 

AC 选择公理 

Z 蔡梅罗公理系统 

R , 谓词演算的分离规则 

/?, 谓词演算的V规则 

R s 谓词演算的3规则 

Z, Z 中去掉无穷公理 

Z 3 ZF 中去掉分离公理模式 

R 正则公理 

Z 、 ZF 中去掉正则公理 

Z , ZFC 中去掉无穷公理 

Re 表示关系性质的符号 

AD 央定性公理 

C a 相关集合 S 的二人对策 
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Ga 

相关集合 /的二 人对策 


所有可定.义性的町构成集 

Op 

次序原则 


合类 

C n 

»个元素集合簇的选择公 


ZF 的可数传递标准模型 


理 

SM 

模型模型存在公理 

ACF 

有穷集合簇的选择公理 

n t m 

数词（分别为数〜 m 的数 

OEP 

序扩充原则 


词） 

SP 

挑选原则 

M 

ZF + SM 的可数极小传递 

ACW 

良序集合的选择公理 


模型 

PIT 

素理想定理 


M \=V — L 

AC^ 

基数为 K 的集合簇的选择 

N, 

ZF 的可数传递模型 

Wh, 

每一无穷集合都有一可数 




子集合 


ZF 的可数传递桟 M 

DC« 

基数为〃的依赖原则 


N, j = HGCH + AC 

DC H o 

依赖原则 


ZF 的可数传递模型 

sue 

后继关系符号 


| = ~1AC 

ordpr 

有序对集合的性质符号 

NBG 

冯•诺意曼-贝尔奈斯 - 郎 

V 

元数学的变元性质符号 


德尔公理系统 

r 

元数学的公式性质符号 

GB 

NBG 的另一记法 

X 

元数学的 ZFtk 质符号 

QM 

蒯因-莫尔斯公理系统 

su 

元数学的替换关系 

ST! 

超类公理系统 

Sb 

元索学的特殊替换关系 

st 2 

超类公理系统 


元数学的逻辑公理性质符 

ACG 

聚合公理系统 


号 

ZB* 

ZF 加上存在一不可达基数 

AC 0 

o 的幂集合的良序原则 

ScI 

表示二型类的性质符号 

L 

可构成集合的类 

Cog 

表示聚合的性质符号 


可构成性公理 

S' 

表示所有整数组成的集合 

F fr F 

(0 名;< 8 )基本运算符号 

2 ( 

表示所有有理数组成的集 

Od 

可构成集合的阶 


合 

OlU 

所有可构成序数组成的类 


表示所有代数数组成的集 


L 上的元素关系符号 


合 

Ut 

I 上的弁运算符号 

jr 

表示所有无理数组成的集 

w. 

G 秩可定义的可构成集合 


合 
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中*文名词对照* 



―对一 

Injection. 


- — 对应 

one-to-onft 

oorres- 


poadence 


一型苺敎 

cardinals of type 

—型序数 

yj uv* 

ordinals of 

typo 


one 



二晒 

力泊 

forcing 

〜方法 

〜 method 

〜条件 

〜 conditiofl 

〜关系 

〜 relation 

〜慨念 

〜 coticeptioa 

二型序数 

ordinals of type 
two 

二型基数 

cardinals of 
type hwo 

二型类 

class of fcyp® 

two 

H 画 

三歧性 

trichotomy 

e 三歧性 

€ trichotomy 

个体 

iruHvidual 

个体常项 

intlividvial 

co as tan ta 

々体词 

individual 

symbols 

上确界 

supsmurn 

广义连续统假设 

generalized con— 


tinuutfl hypo^sis 


迎画 


公理 
外延〜 

空集合〜 
序对~ 

并〜 

幕集合〜 

分离〜 

替换〜 

无穷〜 

芷则〜 

整体选择〜 


皮轲诺箅木〜 
决定性〜 

可构成〜 

大基数〜 
标准楳型〜 


类〜 

公理系统 

集合论 


axiom 

〜 of extcfisIoaaHty 
〜 of empty set 
〜 of pairing 
〜 of union, 

〜 of power set 
〜 of separation 
〜 of replacement 
〜 of Infinity 
~ of regularity 
〜 of choice 
〜 o.f global 
choice 
of Peano f 9 
arithcmetica 
〜 of determi- 
uatenesft 
〜 of construe— 
tibility 
〜 of largo 
cardinals 
〜 of standard 
model 

~ of conglomerate 
〜 of class 
axion'i system 
〜〜 of set theory 


有穷 • 


无穷〜 


裝合〜 


〜 of /inite 
mtimbcr 
〜 of infinite 
number 
〜 of conglo- 
merato 
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皮阿诺〜！ Peano ， s 〜 
axiom method 
formuJa 


公理方法 
公式 

初级〜 

复合〜 

纯〜 

受囿公式 
直谓〜 

标准形〜 


atomic 〜 
composition 〜 
pure 〜 
bounded^ 
predicative 〜 
cancmicdl 
fonxi**^ 


〜特征数 〜 characteristic 
number 

元数学 metamath ema tics 

〜概念 〜 conception 
〜定理 〜 theorem 


元索 elements (members) 

元索关系 

membership 

分枝 

branch 

分 离规屻 

modus ponea9 

反证法 

reductio ad 


absurdtmi proof 

无序对 

unordered pair 

引理 

Lenuna 

磋尔 

Zorn f s 〜 


图克依 Turkey* s 〜 


五画 

外延性 exteosionality 

归纳假设 inductive assm^ptioQ 

归約 reduction 

归谬律 reduction and 

absurduni 

可构成性 ccmatiuctiability 

可构成充 constructiable 

hull 

可允许的 admissible 

可满足性 satisfiability 

可构成集合的阶段 stage of 

coQstructia.bte 

set 

可构成集合的阶 order of 

coaatrtictiable 


sat 

对角线方法 diagonal 
n^ethod 


又 J ■角过程 diagonal process 

对角函数 <mgonal function. 

左递增运算 increasing 
operation 


左狹窄的 left narrow 
本元（原子 ） ureJements 


(atoms) 

对策 game 

包含 inclusion 


六 a 


同构 

e 〜 



兵尾的 

共尾性 

关系 


isornorphism 
€ Isoznoxphism 
closed 〜 
automorphism 
oofinal 
cofioality 
relation 


〜定叉域 〜 domain 
〜值域 orange 



field 


〜逆 

〜限制 

〜象 

〜符号 

传递〜 

对称〜 

自反〜 

反对称〜 
连接〜 
等价〜 
偏序〜 

后继 

后继运算 


^compositloa 

•^inverse 

^restriction 


〜 image 
〜 symbols 
transitive 〜 
symtmetrice 〜 
reflexive^ 
anti 一 synim etric 〜 
connected 〜 


equivialence^ 
partial orders 
successor 
successor oper¬ 
ation 


传递 

〜闭包 
全称闭包 
自然次序 


transitive 
〜 closure 
universal closure 
natural order 
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有序对 


七 ® 

序數 ordinals 

后继〜 auccessor^*/ 

极限 〜】 im 

可数〜 coQntabl «〜 

开始〜 initial 〜 

〜平面 〜 plane 
〜划分 〜 paxtion 
〜的截段 〜 seginejit 

〜性质 〜 property 

〜昇术 〜 arithmetics 

共尾〜 coiinal 〜 

序型 order type 

良序 w ell-o rd«ri ag 

〜关系 〜 relation 

〜延拓 〜 extension 

〜结构 〜 stnictum 

良基 well-founded 

〜性质 〜 property 

〜关系 〜 relation 

〜结构 〜 structure 

〜归纳法 〜 inductive 
rruethod 

形式 formal 

〜语言 〜 language 

〜符号 〜 syjnbol ， 

〜证明 〜 proof 

〜定理 〜* ibeorejn 

〜推演 ^deduction 

〜集合论 〜 set theory 
形成规则 formation rules 

纯集合论系统 pure set theory 
system 

初等等价 elementary 

equivalence 
完全往 completeness 

充备序列 complete seqence 


consistency 

parrion. 
comirkutative 
operation 
ordered pair 


连接性 connexity 

连续统假设 Continuum 

BypothesU 

极小元 minimal 

element 

R - 极小元 K-mi nimal 
element 

条件 cxmdition 

希尔伯恃方案 Hilbert^ 
program 

费 hull 

可构成〜 coastmctibility^v 

八躅 

团数 function 

单射〜 injection 〜 

满射〜 surjection 〜 

双射〜 bijection 〜 

单艰〜 single-rooted 〜 

相容〜类 compatibles 

classes 

恒等〜 identical 〜 

配对〜 pairing 〜 

符号〜 symbol 〜 

反 符号〜 anti-symbol 〜 
基本〜 basics 

对角〜 chagonal 〜 

序数〜 OTdinal~ 

类〜 cliiss 〜 

秩〜 ianlc 〜 

选择〜 choice 〜 

〜符号 〜 symboJa 

〜左逆 〜 left inverse 

〜右逆 〜 right inverse 

定理 theorem 

O 归納〜 o induction-^ 

完全性〜 completeness 〜 
不完全性 〜 i ncompleteness^w 
良序〜 well-ordering 〜 

递归〜 recu rsive 〜 

康托 : 尔〜 Cantoris 〜 

康托尔 - 泊恩斯甩〜 

Cantor-Bern- 


箅 

运 

性的 

调分换 

协划交 
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stein，' 〜 

莱文海姆 - 斯科〜伦 

^Lowenheim- 

Skolem 


轰尼〜 Ksingh 〜 

乘积〜 multiplicative^ 

逻辑〜 logical 〜 

独立性〜 independence^ 
协调性〜 consistency •〜 
递归 recursion 

〜定义 〜 defintion 

命题 proposition 

〜演舞 ^calculus 


宜谓的 
非直谓的 
枚举 
范畴论 
线序 


predictive 
impredictivo 
enumeration 
category theory 
li aear-orderi ng 


〜关系 〜 relation 
€ 〜 C linear-ordering 


真〜 

超〜 

等价〜 

闭类 

良序〜 

可构成〜 
可定义〜 
采样〜 
聚合〜 

〜笛氏积 


〜关系 

〜变元 

罗素〜 

映射 

同构〜 

保序〜 

好的〜 

势 


九 _ 

class 
proper 〜 
byper-^lass 
equivalence^ 
closed 〜 
well-orderings 
constructible 〜 
definitable*-^ 
sanipling 〜 
co nglomerate^v 
〜 Cartesiad 
product 
〜 relation 
^variable 
Russell 1 s 〜 
map 

isomorphic 〜 
order-preser¬ 
ving^ 

尺。。 ( 1 〜 

power 


〜三歧性 
〜采样类 


语法 

语义 

语言 

ZF 〜 


〜 trichotomy 
〜 sampling 
classes 
syntax 
seinantk: 
language 
ZF^ 


扩充的 ZF 〜 expension ZF 〜 
结构 structure 

儀序 ~ partial 

order 〜 


Peano 算术〜 Peano^s 

ari themetic^ 


〜的域 
前束范式 


前节 

降链 

R 〜 
€〜 

树 

项 

首元素 

独立性 

绝对性 

相对性 

相对协调恒 

相容性 

保守扩充 


标号空间 


〜 field 
prenex nor¬ 
mal form 
initial segment 
descending chain 
R 〜 

€〜 

tree 

term 

initial members 
independency 
absoluteness 
relativity 

relative consistency 
compatiblity 
conservati ve 
extension 
labe 】 space 


十画 


原则 

概括〜 

类的 概括〜 

外延〜 

空集合存在〜 
并集合存在〜 


principle 
comprehension^ 
comprehens fon 〜 
for classes 
ex tensionality 〜 
empty set 〜 
union set 〜 


无 ; 穷集合存在 〜 infinite «er~ 
分离〜 separation 〜 

单值化〜 single-valued^/ 
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有穷〜 
无穷〜 
可数〜 
不可数〜 
空〜 

无序对〜 

有序对〜 
单兀〜 

有理数〜 
无理数〜 
实数〜 

自然数〜 
代数数〜 
超越数〜 

共有穷〜 
H 有穷〜 

传送〜 

归纳〜 

外延〜 

序数〜 

采样〜 

良序〜 

可定义〜 

可构成〜 

哥德尔〜 

良基〜 

脱洙〜 

不相容〜 


+二函 


set 

union 〜 
intersection^ 
power~ 
relative comp¬ 
lement^ 
finite 〜 
infjaite 〜 
countable 〜 
incouatab le 〜 
empty 〜 
unordered 
pair 〜 

ordered pair 〜 
singleton 

rational numbers 〜 
irrational numbers' 
real numbers 〜 
natural mmibers 〜 
aJgebraic numbers^ 
transeadeuCal 
numbera 〜 
cofiuite^* 
heraditary 
fjmt< 
traost 

inductioar^ 
exteosional 〜 
ordinal 〜 
sampling ■〜 
we31-orderj ng 〜 
defini tables 
con struct ible^w 
GfidePs 〜 
w el J-fou n d ed 〜 

死 eneric 〜 
iiLcompatible^ 


t€W 

真 tive^ 


谓词演箅 predicate calculus 

推演规则 deductive rule 

笛卡尔乘积 Cartesian product 

属于 belong to 


极小元〜 

替换〜 

归纳〜 

采样〜 

依赖选择〜 

最小序数存在 

寒集合存在〜 

序对集合〜 
乘积〜 


悖论 

罗素〜 
布拉里-福蒂< 

秩 

投影 

哥德尔基本运箅 

通路 


minimal 
member 〜 
replacement 〜 
induction^ 

sampli 叫〜 
dependent 
choice^ 

/ least 

ordinals 〜 
power 
set 〜 
pairing 〜 
nmJtipll 
cative 〜 
paradox 
Russell f 3 〜 
v Burali- 
Forti’s 〜 
rank 

projection 

Godel^sbaaic 

operation 

patb 


十一® 

基数 card iruils 

正则〜 regaJar 〜 

奇异〜 singular^ 

不 "g ■ 达〜 inaccess ib le 〜 

弱不可达〜 weakly inaccessible 〜 
〜三岐性 〜 trichotomy 
算 /^operation 
基本语句 basic statement 
基本关系 basic relation 
邀本函数 basic function 
基本运昇 basic ope cation 
符号 symbols 

关系〜 relation 〜 

涵数〜 functions 
〜系统 〜 system 
逻辑 logical 

〜公理 〜 axiom 
〜演箅 〜 calculua 


补 

~二对 
并 交幂相 
合 
集 
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mettiod 

〜 recti rsion 

ultraprodacfc 

】《asf element 

maximal element 

least upper 

bound 

chain 

valuation 

strategy 

+ 三画 


数学归纳法 mathematical 
inductioa 
稠金 dease 


力迫条沣 〜 rcing reJat- 

ion 〜 

真子〜 proper subset 
〜分展 hierarchy 

of 〜 

最询 quantifiers 

全称〜 imfversaJ 〜 

存在〜 existential 

受围〜 bounded 〜 

集合沦 set theory 

直观〜 intuitive-H* 

纯〜 purest 

〜语言〜 language 
〜演挥 〜 na leu lus 
〜悍论 ^paradox 

等价 equivalence 

等势 ©qui numerous 

超幕 ultra-power 

超穷 transfinite 

〜归纳法 〜 imi active 


permutation 

〜 group 
interpretation 

+ 四 ® 


内〜 

内〜方法 

外〜 

外〜方法 

可数〜 

不可数〜 
极小〜 

可数构戍〜 

传递〜 

可构成〜 

加宽〜 

标准〜 

标准传遂〜 

初等子〜 


model 
inner 〜 
method of 
inner 〜 
outer 〜 
method of 
outer— 
count able 〜 
incotmtable 〜 
minimal 〜 
countable 
const ructible^ 
transtive^ 
oomtniciiable 〜 
broadening 
standard 〜 
standard tran- 
stivs 〜 
elementary 
subrnodeJ 
con^ lomcrat© 

〜 variable 

scope 

schema 


+ 五囲 

implication. 
双〜 bi-implication 


归界 
递 元元上 
? 积小大小 
超最最最 


值略 
链賦策 
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